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Kapitel 1

Einleitung

In vielen Gebieten der modernen Physik spielen quantenmechanische Vielteilchensy-
steme eine wichtige Rolle. Da diese Systeme praktisch nie exakt gel6st werden kénnen,
kommt den Naherungsmethoden (Quanten-Vielteilchenmethoden), mit denen sie be-
handelt werden, eine grofle Bedeutung zu. Eine gute Methode soll dabei nicht nur
in der Lage sein, die makroskopischen Eigenschaften des Systems allein durch die
zugrundeliegenden mikroskopischen Wechselwirkungen herzuleiten, sondern sie soll
auch moglichst universell anwendbar sein. Diese Kriterien erfiillen nur iiberraschend
wenige Methoden,! es sind dies hauptsiichlich Methoden der exakten Diagonalisie-
rung, Quanten-Monte-Carlo-Methoden, die Methode der Stérungsrechnung, die Me-
thode der Green-Funktionen, variationelle Methoden, die Correlated-Basis-Function-
Methode, die Configuration-Interaction-Methode und die Coupled-Cluster-Methode
(CCM). Die CCM, mit der sich diese Arbeit beschiftigt, gilt als eine der besten von
ihnen.

Die Vielteilchensysteme, die in der vorliegende Arbeit untersucht werden, sind
Spin-1/2-Quantenspinsysteme, deren Wechselwirkung nach dem Heisenberg-Modell
[2] erfolgt. Das Heisenberg-Modell gilt seit tiber 70 Jahren als ein Paradigma fiir Quan-
tenvielteilchensysteme. Bei diesem Modell wird die Wechselwirkung zwischen den
Elektronen auf die quantenmechanische Austauschwechselwirkung (.J;;) beschrankt,
die Elektronen sind lokalisiert und der Gesamtspin der Elektronen an einem Platz
ist s = 1/2. Die Wechselwirkung 148t sich durch ein Produkt von Spinvektoren (kurz
Spins genannt) darstellen,

— T (T T ) Z L2
Jijsis; = Jij(s; i+ sisj +s; sj),

wobei die Komponenten s*; s¥ und s* der Spins der quantenmechanischen Drehim-
pulsalgebra mit dem Drehimpuls s (hier s = 1/2) gehorchen, sie vertauschen also
nicht miteinander, wodurch es im System zu Quantenfluktuationen? kommt. Man
spricht deshalb auch von Quantenspinsystemen (zur Unterscheidung von klassischen

Fiir einen Uberblick iiber einige dieser Methoden mit weiteren Referenzen siehe [1] und dort vor
allem [37].

2Damit sind Abweichungen vom klassischen Grund- oder angeregten Zustand aufgrund der Quan-
tennatur der Spins gemeint.



Spinsystemen, bei denen die s; klassische Vektoren sind). Das Heisenberg-Modell ist
ein einfaches Modell mit einer isotropen Wechselwirkung zwischen den Spins des Git-
ters. Es ist als Modell zur Beschreibung magnetischer Phdnomene geeignet, und wird
zur Untersuchung der Eigenschaften von Ferro- und Antiferromagneten verwendet.

Obwohl das Heisenberg-Modell recht einfach ist, sind nur wenige exakte Resultate
fiir Systeme mit kurzreichweitiger Wechselwirkung im thermodynamischen Limes be-
kannt. Exakte Losungen beschrinken sich grofitenteils auf die eindimensionale Kette
mit gleicher Wechselwirkung zwischen nédchsten Nachbarn, die mit dem Bethe-Ansatz
[3] behandelt werden kann. Ein anderes wichtiges exaktes Resultat ist das Mermin-
Wagner-Theorem [6]. Danach zerstéren thermische Fluktuationen (bei 7" > 0) die
magnetische Fernordnung fiir alle ein- und zweidimensionalen Heisenberg-Systeme.
Weiter gibt es exakte Resultate fiir einige Systeme mit langreichweitiger Wechsel-
wirkung, beispielsweise fiir Lieb-Mattis-Systeme [4] (mit konstanter langreichweitiger
Wechselwirkung), welche eine interessante Physik haben konnen (s. z.B. [5]).
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Abbildung 1.1: Qualitativer Verlauf des Phasendiagramms von Las_,Sr,CuQy,
d.h. von mit Strontium dotiertem LayCuO, [9]. Es gibt unter anderem eine
antiferromagnetische (AFM), eine ungeordnete (wahrscheinlich) spinglasartige
(SG) (es konnte auch eine Quantenspinfliissigkeit sein) und eine supraleitende
Phase (SL).

Das Interesse der Forschung an Quantenspinsystemen entstand in den letzten
Jahren vor allem im Zusammenhang mit den Untersuchungen zum Mechanismus der
Hoch-Temperatur-Supraleitung in den Kupraten. Das betrifft insbesondere die Fra-
ge nach der magnetischen Ordnung in ein- und zweidimensionalen Systemen. Nach
einem Vorschlag von Anderson [7] kénnte der Mechanismus fiir diese Supraleitung
in der starken Korrelation der Elektronen in den CuOs-Ebenen der neuentdeckten
Materialien zu suchen sein.

Aufgrund bestimmter Figenschaften dieser Materialien scheidet moglicherweise die
BCS-Theorie [8] zur Erklarung aus. Wie z.B. das Phasendiagramm von dotiertem
LayCuOy zeigt (s. Abb. 1.1), existiert neben der supraleitenden Phase auch eine
antiferromagnetische und eine ungeordnete, spinglasartige Phase, beide sind Isola-



toren. Uberlegungen zur Elektronenstruktur und phinomenologische Betrachtungen
zeigen, dafl undotiertes LayCuOy4 recht gut durch einen isotropen zweidimensionalen
Spin-1/2-Heisenberg-Antiferromagnet auf einem quadratischen Gitter mit néchster-
Nachbar-Wechselwirkung beschrieben werden kann.? Durch Dotierung mit Strontium
entstehen Locher auf den O-Pléatzen in den CuOq-Ebenen, welche einer modifizierten
Wechselwirkung zwischen den Cu-Plédtzen entsprechen, die sich beispielsweise durch
Einfithrung von frustrierender Wechselwirkung zwischen den Spins simulieren 148t.

Neben der Motivation im Zusammenhang mit der Hoch-Temperatur-Supraleitung
stimulieren auch viele neue Materialien mit Quantenspincharakter (z.B. CuGeOs,
SrCuy(BOy)s3, CaV4Oyg) [11, 12, 24] die Forschung. So ist CaV40g eines der ersten
zweidimensionalen Systeme, bei dem ein Spingap* beobachtet wurde. Auflerdem sind
niederdimensionale Quantenspinsysteme als Beispiele von stark wechselwirkenden
Quantenvielteilchensystemen auch von grundséitzlichem Interesse. Insbesondere ist
die Rolle der Quantenfluktuationen auf die magnetische Fernordnung dieser Systeme
nicht sehr gut verstanden. Man weify aber, daf3 antiferromagnetisch gekoppelte zwei-
dimensionale Systeme eher zu langreichweitiger Ordnung im Grundzustand neigen,
wohingegen eindimensionale Quantenantiferromagnete im Grundzustand ungeordnet
sind.

Quantenspinsysteme sind als Vielteilchensysteme in der Regel (insbesondere in
zwei und hoheren Dimensionen) einer exakten Behandlung nicht zugénglich. Aus die-
sem Grund sind Aussagen iiber die Giite der verwendeten Ndherungsmethoden bei
der Beschreibung der verschiedenen physikalischen Prozesse, die in diesen Systemen
auftreten, sehr wichtig.

Im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit steht deshalb die Anwendung und der kriti-
sche Vergleich von analytischen Naherungsmethoden fiir Quantenspinsysteme. Dabei
stehen als universelle Vielteilchenmethode die CCM und als spezielle (auf Quanten-
spinsysteme zugeschnittene und fiir diese etablierte) Methode die Spinwellentheorie
im Vordergrund. Die Resultate werden mit den Ergebnissen der numerischen Metho-
de der exakten Diagonalisierung verglichen.

Diese Methoden werden dazu auf ein Heisenberg-Spinmodell auf dem quadratischen
Gitter angewendet, das in verschiedenen Parameterregionen zwei wichtige Mechanis-
men fiir die Zerstorung langreichweitiger Néel-artiger Ordnung in Quantenspinsyste-
men enthélt — die Frustration® und die lokale Singulett-Formierung. Die Formierung
von Singuletts ist ein rein quantenmechanischer Prozess, der einen Phaseniibergang
zweiter Ordnung zu einem ungeordneten Zustand verursacht; klassisch gibt es hier
keinen vergleichbaren Phaseniibergang. Frustration fiihrt klassisch zu einem Pha-
seniibergang vom Néelzustand zu einem anders geordneten Zustand, z.B. mit einer

3Dieses Modell wurde mit verschiedenen analytischen und numerischen Methoden untersucht
(s. Ubersichtsartikel in [10]).

4Damit bezeichnet man eine Liicke zwischen der Energie des Grundzustandes und der Energie
der niedrigsten Anregung.

SUnter Frustration wird im folgenden ein Zustand verstanden, bei dem nicht alle Bindungen des
Systems gleichzeitig befriedigt werden kénnen, d.h. nicht in allen Spinpaaren kénnen sich die Spins
entsprechend der Bindung zwischen ihnen parallel (ferromagnetische Bindung) bzw. antiparallel
(antiferrom. Bind.) ausrichten (Beispiele in Abb. 1.2). Es ist eine klassische Eigenschaft.



komplizierten nichtcollinearen Ordnung. Hier ist es denkbar, dal sich durch Quan-
tenﬂpktuationen die Ordnung des Phaseniiberganges dndert. Auch eine Verschiebung
des Ubergangspunktes kann stattfinden.

Abbildung 1.2: Auftreten von Frustration (gestrichelte Linien bedeuten anti-
ferromagnetische Wechselwirkung, die durchgezogene Linie ferromagnetische)
durch: (a) Gitterstruktur; (b) diagonale Bindungen (zwischen iibernéchsten
Nachbarn); (c) unterschiedliche Bindungen zwischen néchsten Nachbarn. Auf
den mit einem Fragezeichen gekennzeichneten Platzen konnen die Spins keinen
energetisch eindeutig optimierten (befriedigten) Zustand einnehmen.

Die CCM ist fiir Quantenspinsysteme noch eine recht neue, gleichwohl sehr viel-
versprechende Methode. Thre Qualitédt soll insbesondere in Bereichen getestet wer-
den, die mit anderen Standardmethoden schwierig zu behandeln sind. So verhindert
z.B. das Vorzeichenproblem die Anwendung der Quanten-Monte-Carlo-Methode auf
frustrierte Systeme, nichtcollineare Ordnung erschwert die Benutzung der exakten
Diagonalisierung endlicher Systeme wegen stérkerer finite-size-Effekte in solchen Sy-
stemen.

Das in dieser Arbeit untersuchte Modell hat sehr interessante physikalische Eigen-
schaften (vor allem Phaseniibergéinge), die mit den verwendeten Methoden analysiert
werden. Das Hauptziel der Untersuchung ist jedoch ein kritischer Vergleich der ver-
wendeten Naherungsmethoden. Da die physikalischen Prozesse in dem Modell auch
fiir viele andere Systeme typisch sind, haben die Ergebnisse des Vergleichs auch eine
iiber das zu untersuchende Modell hinausgehende Bedeutung.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert:

In Kapitel 2 wird das Modell definiert und durch Beschreibung seiner Physik moti-
viert. Ferner wird der klassische Grundzustand untersucht.

In Kapitel 3 wird ausfiihrlich die Anwendung der CCM auf das Modell beschrieben.
Im 4. Kapitel wird die Anwendung weiterer Methoden (in erster Linie Spinwellen-
theorie) auf das Modell behandelt.

Das 5. Kapitel beschreibt die Ergebnisse mit den verschiedenen Methoden und die
daraus folgende Physik des Modells. Die Resultate der Ndherungsmethoden werden
kritisch verglichen, und es werden Aussagen iiber die Brauchbarkeit der Methoden
zur Beschreibung der verschiedenen physikalischen Prozesse gemacht.

Kapitel 6 falt die Arbeit mit ihren wichtigsten Resultaten zusammen.



Kapitel 2

Das J—J'-Modell

Auf die Bedeutung von Quantenspinsystemen auf dem quadratischen Gitter wur-
de u.a. im Zusammenhang mit Hochtemperatursupraleitung und neueren Materia-
lien bereits in der Einleitung (Kapitel 1) hingewiesen. Aufgrund von Untersuchun-
gen mit verschiedenen Naherungsmethoden gilt es heutzutage als gesichert, dafl der
Heisenberg- Antiferromagnet auf dem quadratischen Gitter mit néchster-Nachbar-
Wechselwirkung magnetisch ferngeordnet ist [10].

Ein weiteres Interessengebiet neuerer Forschung ist der J;—Jo-Antiferromagnet auf
dem quadratischen Gitter, bei dem es neben der néchsten-Nachbar-Wechselwirkung
(J1) auch eine frustrierende diagonale J,-Bindung gibt (s. auch Abb. 1.2b). Dort
bewirkt das Zusammenwirken der Frustration und der Quantenfluktuationen einen
Phaseniibergang zweiter Ordnung zwischen der Néelordnung und einer ungeordneten
Quantenspinfliissigkeit (s. z.B. [13, 14, 15] und Referenzen darin). Auf der anderen
Seite gibt es Fille, in denen Frustration einen Phaseniibergang erster Ordnung in
Quantenspinsystemen verursacht, obwohl es einen Phaseniibergang zweiter Ordnung
im korrespondierenden klassischen Modell gibt [16, 17, 18, 19].

Neben der Frustration gibt es einen anderen Mechanismus, der die Zerstorung der
Néelordnung im Grundzustand des unfrustrierten Heisenberg-Antiferromagneten be-
wirken kann, ndmlich die Formation von lokalen Singulett-Paaren zweier gekoppelter
Spins. Dieser Mechanismus wird auch Dimerisierung genannt. Er kdnnte fiir den quan-
tenmechanisch ungeordneten Zustand von Systemen mit zwei Schichten [20, 21, 22, 23]
und von CaV,40q (s. [24, 25, 26] und Referenzen darin) relevant sein. Die Formie-
rung von lokalen Singuletts ist mit einer Energieliicke (gap) im Anregungsspektrum
verbunden. Im Gegensatz dazu ist die Offnung eines Gaps im Anregungsspektrum
frustrierter Systeme weniger gut verstanden.

In diesem Kapitel wird nun ein Heisenberg-Spinmodell auf dem quadratischen
Gitter vorgestellt, welches beide Mechanismen, also Frustration und Singulett-
Formierung, in verschiedenen Parameterregionen enthélt. Im Abschnitt 2.1 wird es
definiert und durch Beschreibung seiner grundlegenden Eigenschaften noch weiter
motiviert. Der Abschnitt 2.2 ist dann dem klassischen Grundzustand des Modells ge-
widmet. Auf dieses Modell werden in den weiteren Kapiteln der Arbeit die verschie-



denen Naherungsmethoden angewendet, wobei ein kritischer Vergleich der Methoden
im Vordergrund steht.

2.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Es wird ein Spin-1/2-Heisenberg-Modell auf einem quadratischen Gitter betrachtet,
bei dem es zwei Wechselwirkungen, J und J’, zwischen néchsten Nachbarn gibt.
Die verschiedenen Wechselwirkungen sind regelméfig in einem Zickzack-Muster an-
geordet (s. Abb. 2.1). Der Hamiltonoperator dieses, im folgenden als J—J'-Modell
bezeichneten Systems, ist durch die Gleichung

A

H = J Z SiSj—i—J/ Z S;S;

<ij>1 <ij>9

=SS (48, (S = 1))sisiy (2.1)
i€A P

gegeben. Die Summationen iiber < 75 >; und < 75 >5 kennzeichnen die Summationen
iiber die ndchsten-Nachbar-Bindungen, die in Abb. 2.1 durch gestrichelte, bzw. durch-
gezogene Linien dargestellt sind. In der gesamten Arbeit wird die J-Bindung als anti-
ferromagnetisch (J > 0) angenommen, und fortan auf den Wert J = 1 festgesetz. Der
einzige freie Parameter des Modells ist dann J', welcher alle Werte (—oo < J' < 00)
annehmen kann.

<>

x>

Abbildung 2.1: Illustration des J-J'-Modell von Gl (2.1) mit den zwei Ar-
ten von regelméfig angeordneten néchste-Nachbar-Bindungen, J (gestrichelte
Linien) und J’ (durchgezogene Linien). Die Elementarzelle mit den beiden
primitiven Translationen, d; und ds, ist eingezeichnet, desgleichen die beiden
Einheitsvektoren, £ = (1,0) und g = (0, 1).

Das quadratische Gitter kann in zwei dquivalente Untergitter, A und B, unterteilt
werden, wie in Abb. 2.1 dargestellt ist. Damit lauft die Summe in Gl. (2.1) iiber alle

8



Plétze (also N/2) des Untergitters A, wobei die Vektoren p = {(£1,0), (0,£1)} die
nichsten Nachbarn verbinden. Dabei beschreibt p; = (1,0) speziell die néchste-
Nachbar-Bindung mit J’. Das Modell enthélt also insgesammt N Spins und 2N
néchste-Nachbar-Bindungen, davon N/2 mit J'.

Die primitiven Translationen im Gitter sind

a = (1,-1) dy=(1,1)

und das reziproke Gitter wird von 51 und 52 aufgespannt:

dil;j = 27-(51']' = 6; =

27
_»|ai = Ta;.

||| a2

Wie in Abb. 2.1 zu erkennen ist, gibt es zwei Spins pro Elementarzelle.

Motivation

Jede Plakette des quadratischen Gitters besteht aus drei Bindungen mit J = 1 und
einer Bindung mit J'. Im Falle ferromagnetischer J'-Bindungen (J' < 0) sind die
Plaketten frustriert (s. auch Abb. 1.2¢ in der Einleitung). Umgekehrt gibt es fiir an-
tiferromagnetische J'-Bindungen (J’ > 0) keine Frustration, obwohl die Differenz in
der Starke der Kopplungen von J und J’ zu Quantenkonkurrenz fithrt.

Fiir ein hinreichend grofles J' > 1 ist die Dimerisierung, d.h. die Ausbildung von
lokalen Singuletts, entlang der J-Bindungen zu erwarten. Eine grofiere antiferro-
magnetische Bindung (mit J' > 1) bewirkt zunéchst, dal die mit J’ gekoppelten
Spins stédrker antiferromagnetisch korreliert sind, aber nur eine geringere Korrelation
zwischen Spins verschiedener dieser Paare vorhanden ist. Ab einem bestimmten kri-
tischen J! bricht die langreichweitige Néelordnung zusammen, und es kommt zu einer
ungeordneten dimerisierten Phase.

Das J—J'-Modell mit dem Hamiltonoperator (2.1) erlaubt also den Einfluf§ der
Bildung von lokalen Singuletts (J' > 1) und den der Frustration (J' < 0) auf die
Stabilitit der Néelordnung innerhalb eines Modells zu studieren. Das Modell wurde
frither bereits mittels Stérungstheorie behandelt [51].

Ferromagnetische Bindungen in einer antiferromagnetischen Matrix werden seit
einiger Zeit diskutiert [13, 55, 56, 57, 58]. Das steht vor allem im Zusammenhang
mit dem Vorschlag von Aharony et.al. [59], lokalisierte Sauerstofflocher in den Cu-
O-Ebenen durch lokale ferromagnetische Bindungen zwischen den Kupferspins zu
modellieren. Es wurde argumentiert, dafl zuféllige ferromagnetische Bindungen die
antiferromagnetische Ordnung stark beeinflussen kénnten, und damit die Entstehung
eines Quantenspinfliissigkeits-Zustandes unterstiitzen kénnten [13, 57, 58].

Auf der anderen Seite erinnert der Fall mit stéirkeren antiferromagnetischen J'-
Bindungen (mit J’ > 1) an die Situation in Systemen mit zwei Schichten, und an die
Situation in CaV4QOy, einem verdiinnten Antiferromagneten auf dem quadratischen
Gitter. In solchen Systemen fiihrt die Konkurrenz zwischen den verschiedenen anti-
ferromagnetischen Bindungen zu einem Phaseniibergang von der antiferromagnetisch
langreichweitig geordneten Phase zu einer quantenmechanisch ungeordneten Phase
mit einem endlichen Gap.



Spezialfille
Neben den beiden erwéhnten Mechanismen der Singulett-Bildung und der Frustrati-

on, die sich innerhalb des Modells beschreiben lassen, enthélt es auch einige Spezi-
alfélle.

e J' = 1. Antiferromagnet auf dem quadratischen Gitter, mit langreichweitiger
Ordnung im Grundzustand

e J' = 0: Antiferromagnet auf dem Honigwaben-Gitter, mit langreichweitiger
Ordnung im Grundzustand

e J' = —oo: antiferromagnetisches Dreiecksgitter mit Spin 1, mit langreichweiti-
ger Ordnung im Grundzustand

e J = +oo: ,Valence-bond“-Zustand; Grundzustand ist ein rotationsinvarianter
Quanten-Dimer-Zustand mit Anregungsgap

2.2 Der klassische Grundzustand

Das Problem, den klassischen Grundzustand des Modells (2.1) zu bestimmen, redu-
ziert sich im thermodynamischen Limes (N — oo) darauf, diesen Grundzustand fiir
eine einzige Plakette mit vier Spins zu finden. Die folgende einfache Umformung des
Hamiltonoperators (2.1) verdeutlicht das:

H = Z(J,Sisi-I—;i +8;S;_4 + SiSi+y + SZ‘SZ'_Q),
i€A
mit ¢/ =i —2 —y (daie Aist auch i’ € A) folgt weiter

H= Z(J/SZSH_Q} + Sisi-I—;L]) + Z (Si’-l—i-l—z]si’-f—@ + Si’-l—i—l—g}si’-i—i),
i€A i'€A

= H = Z(J/SiSiJrj -+ Si+§;si+j+g -+ Si+i+gsi+g + Si+QSi) (22)
i€A
(Umordnen der Terme und Umbenennen des Summationsindexes ¢’ zu ¢). Die Klam-

mer in (2.2) beschreibt gerade die Wechselwirkungen innerhalb einer Plakette, wenn
man mit der J'-Bindung beginnt, und sich entgegen dem Uhrzeigersinn bewegt.

einzelne Plakette: i 1

Zur Bestimmung des klassischen Grundzustandes einer Plakette (s. dazu auch [60]),
bei der die Spins in der XY-Ebene liegen,! wird der Klammerausdruck in (2.2) fiir

'Eine numerische Simulation des Systems mit Spins im dreidimensionalen Raum zeigt, dafl die
Grundzustandsenergie dieses planaren Grundzustandes dabei nicht unterschritten wird.
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klassische Spins, die durch klassische Vektoren s; = s(sin ¢;, cos ¢;) gegeben sind,
minimiert. Mit s;8; = s% cos(¢; — ¢;) folgt fiir den zu minimierenden Ausdruck

HEete = 2] cos(ipz) + cos(—p_g) + cos(p_z) + cos(—py)). (2.3)

Die Winkel ¢4; und ¢4 sind die Winkel zwischen den benachbarten Spins der Pla-
kette, konkret ist ¢, = @iy, — ¢; der Winkel zwischen s; und s;,,, wobei ¢ zum
Untergitter A gehort.? Aus Griinden der Symmetrie in der Gl. (2.3) muf

cos(—p_y) = cos(p_z) = cos(—py) = cos(¢_z)

gelten, d.h. die Betrége der Winkel ¢4, und ¢_; sind gleich. Aufgrund der ringartigen
Verkniipfung der vier Spins mufl die Nebenbedingung

©i — 95+ p_z — 9y =2mn, n ganzzahlig, = cos(—ygy;+ p_z —@_z) = cos(pz)

erfiillt sein. Fiir die Summe der Winkel (deren Betrdge gleich sind) gibt es drei
Mobglichkeiten,

—pgt s —p_g=3p_s TP ;.

Dabei kann nur die erste,

—pgt+ Yz — g =3Pz, alsomit pry=—p_s, (2.4)

physikalisch korrekt sein, da sonst alle wvier klassischen Korrelationen benachbarter
Spins gleich sein wiirden (cos p_; = cos ;). Damit mufl nun also

Hkete — 2(J" cos(pz) + 3cos(p_z)) = s2(J cos(3p_z) + 3cos(p_z))
fiir ¢o_; minimiert werden,

1
—1 J/>—§

= cos(p_z) = { ,  wobel p; = —3p_; (2.5)
—Wl=7  J=-3

wegen der ringartigen Verkniipfung der Spins der Palette gilt. Dieser Grundzustand
einer Plakette 148t sich widerspruchsfrei auf alle Plaketten des gesamten Gitters iiber-
tragen, so dal (2.5) auch fiir den klassischen Grundzustand des gesamten Systems
gilt. Dieser wird nun weiter analysiert.

Fiir J' > —1/3 ist der Néelzustand der klassische Grundzustand des J—J'-Modells.
Bei einem kritischen J. = —1/3 findet klassisch ein Phaseniibergang zweiter Ordnung
zu einem helixartigen Zustand statt. Dieser Zustand wird durch den Winkel & cha-
rakterisiert, der durch

—

d=r—yp_; (2.6)

2Der Winkel zwischen s;,; und Si+a+y ist also z.B.
Pitit+y — Pits = Plita+g) — Pliti+g)—5 = —P—9

da i + ¢ + g zum Untergitter A gehort.
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Abbildung 2.2: Darstellung des klassischen helixartigen Zustandes fiir das J-
J'-Modell von Gl. (2.1). Die Richtungen der Spins fiir die Untergitter A und
B werden durch die Winkel 6, = n® bzw. 0, = n® + 7 definiert, wobei n =
0,1,2,... gilt, und ® der charakteristische Winkel des helixartigen Zustandes
ist. Der Zustand ist hier fiir ® = 7/12 (positive Chiralitit) und n = 0,1,..,7
dargestellt.

definiert wird, und in Abb. 2.2 dargestellt ist. Fiir das so definierte ® folgt dann mit
(2.5) fiir den klassische Grundzustand des J—J'-Modells & = +|®yy| mit

0 J > -1
|| = { 5 (2.7)

arccos(%\/l—%) J <1

wobei die zwei verschiedenen Vorzeichen zu den zwei Chiralitdten [60] des helixar-
tigen Zustandes gehoren (s. auch Abb. 2.3). Der Fall ® = 0 entspricht gerade dem
Néelzustand. Allgemein &ndert sich der klassische Wert des Winkels @ (in Abhéngig-
keit von J') von |®y| = 0 fiir J' > —1/3 zu |Py| = 7/3 fiir J' = —o0.

Dabei entspricht |®| = 7/3 (realisiert bei J' = —o0) dem Grundzustand des Spin-
1-Dreiecksgitters, wo @; = 0 gilt (die zwei Spins, die mit J* koppeln, formen einen
Spin-1), und die Spin-1-Operatoren, die mit J = 1 koppeln, im Winkel von 120°
zueinander stehen.

Allgemein kann man die Richtungen der Spins s4 und sg, die zu den Untergittern

A bzw. B gehoren, fiir den klassischen helixartigen Zustand mit dem charakteristi-
schen Winkel ® wie folgt beschreiben,

sa(R) = tcos QR + ¥sin QR,

2.8
sg(R+2) = tcos(QR+ 7+ 3P) + ¥sin(QR + 7 + 3). (28)
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Abbildung 2.3: Veranschaulichung der zwei verschiedenen Chiralitdten des he-
lixartigen Zustandes (s. auch Abb. 2.2). Die linke Abbildung zeigt den Fall
positiver Chiralitdt (& > 0) mit ¢; = 3¢ — 7 < 0, d.h. der Winkel zwischen
den Spins, die mit J’ koppeln ist negativ, der Spin des Untergitters A wird also
mit negativen Drehsinn (mit dem Uhrzeigersinn) gedreht. Rechts wird analog
der Fall negativer Chiralitidt (& < 0) dargestellt.

Hierbei sind @ und v rechtwinklig zueinander stehende Einheitsvektoren im Spinraum,
R kennzeichnet die Plitze des Untergitters A, und Q = (2®,0) ist der Neigungswin-
kel (,pitch angle“).?

Es ist zu beachten, dafl dieser allgemeine helixartige Zustand keine Periodizitét in
z-Richtung hat, da der Winkel ® im allgemeinen nicht von der Form mm/n (mit
ganzzahligen n und m) ist (® ist also i.allg. inkommensurabel zu 7). Es ist deswei-
teren zu beachten, dafl es in diesem Zustand nur drei verschiedene Winkel zwischen
benachbarten Spins gibt, ndmlich £ (7 — ®) fiir die Bindungen mit J = 1 und 3¢ — 7
fiir die Bindung mit J'.

Es ist nun leicht, die klassische Grundzustandsenergie des J—J'-Modells zu bestim-
men, sie ist (bei s = 1/2)

kl —

_{ —N/8(J' +3) J' —% | 29)

>
N/R(J —1)/1-1)0  J<-—

Das Maximum dieser Energie liegt bei J = —1/2.

3Bei Q = £k wird der Strukturfaktor

Sk = > M sis;)

i,jEA
unter Verwendung des helixartigen Zustandes maximal, da mit s4(R;)sa(R;) = cos Q(R; — R;)
S k _ i(Rj—Ri)kl i(Rj—Ri)Q —i(Rj—R,;)Q _ 1N2 52 52
( )—ijze:Ae : ARG te —§T(k+Q,O+ k-Qu)

folgt. Der Vektor Q ist also der k-Vektor des Untergitters A (und natiirlich auch der von B).
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Kapitel 3

Coupled-Cluster-Methode

In diesem Kapitel wird die Coupled-Cluster-Methode (CCM) kurz vorgestellt (Ab-
schnitt 3.1) und dann auf das J—J'-Modell (siehe Gl. (2.1)) angewendet (Abschnitte
3.2 bis 3.5). Der Abschnitt 3.2 beschreibt die Vorgehensweise fiir die Berechnung des
Grundzustandes. Im Abschnitt 3.3 wird der Formalismus fiir den angeregten Zustand
behandelt, mit dem dann das Energie-Gap berechnet wird. Um u.a. die Eigenschaften
und die Genauigkeit der CCM zu untersuchen, wird die Methode auch auf das (im ein-
dimensionalen Fall) exakt losbare anisotrope X'Y-Spinmodell angewendet (Abschnitt
3.6). Teile dieses Kapitels wurden in [43] und [54] vertffentlicht.

3.1 Vorstellung der Methode

Die Coupled-Cluster-Methode (CCM) ist eine allgemeine ab initio Methode zur nihe-
rungsweisen Behandlung von Quantenvielteilchensystemen. Sie ist sehr universell an-
wendbar und mit den erreichbaren Ndherungsordnungen eine der genauesten Viel-
teilchenmethoden. Zu ihren Hauptvorteilen zéhlt, dal im thermodynamischen Limes
Divergenzen automatisch vermieden werden und dafl man auf eine sehr systemati-
sche Weise hohere Ordnungen betrachten kann, wodurch sich prinzipiell eine belie-
bige Genauigkeit erreichen 14t. Die CCM wurde 1958 von Coester und Kiimmel
bei der Behandlung kernphysikalischer Probleme entwickelt [27], und wird seitdem
fiir eine wachsende Anzahl von physikalischen und chemischen Systemen verwendet
(s. Ref. [28] bis [37]).1

Seit einigen Jahren wird die CCM auch auf niederdimensionale Quantenspinsy-
steme angewendet [38, 39]. Waren die Resultate wegen der niedrigen erreichbaren
Néherungsordnungen (SUB2, LSUB4) zunéchst nicht so gut, so dnderte sich die-
se Situation mit der Nutzung von computeralgebraischen Methoden [40, 45]. Diese
Verfahren ermdoglichen es, die CCM in hoheren Ordnungen (bis zu LSUB10) zu ver-
wenden. Die damit erzielten Resultate (Grundzustandsenergie und magnetische Ord-
nungsparameter) fiir das X X Z-Modell auf dem quadratischen Gitter [40, 45], fiir das

'Einen guten Uberblick iiber die CCM und ihre verschiedenen Anwendungen gibt [37], kurze
zusammenfassende Darstellungen sind in [35] und [36].
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antiferromagnetische Dreiecksgitter [45, 47] und fiir das J;—Jo-Modell [46] sind sehr
gut, und mit denen der etablierten Methoden vergleichbar bzw. z.T. besser.

3.1.1 Theoretischer Formalismus der CCM

Im folgenden wird der Formalismus der CCM fiir den Grundzustand eines Quanten-
vielteilchensystems beschrieben.

Zu Beginn muf} ein Modellzustand |®) ausgewihlt werden, der eine gewissen Néhe-
rung fiir den exakten Grundzustand des zu untersuchenden Systems darstellen soll.
Es konnte z.B. der klassische Grundzustand des Systems (oder ein von ihm abgeleite-
ter Zustand) sein. Wichtig ist, da8 der Modellzustand einen endlichen Uberlapp mit
dem exakten Grundzustand hat, er darf also nicht zu ihm orthogonal sein. Zu dem
Modellzustand |®) wird eine Menge verallgemeinerter Erzeugungs- (C}) und dazu
adjungierter Vernichtungsoperatoren (C7) definiert, fiir die

(®ICF =0=Cy|®) VI#0, Cy =1, (3.1)

[Cr. CT]-=0=1[C1,Cy]- (3.2)

gilt. Die C7 sind Mehrteilchenoperatoren (d.h. Produkte von Einteilchenoperatoren),
der Index I steht also fiir mehrere Einteilchenindizes. Der Zustand |®) ist somit
ein verallgemeinerter Vakuumzustand in Bezug auf die Vernichtungsoperatoren Cf.
Desweiteren sollen fiir {|®); C{"} die Orthonormalititsbedingung

(@|C1Cy|®) = b1, (3.3)
und die Vollstédndigkeitsrelation

Y CTI@)(@|C, = 1= |@)(® + 3 CF [@)(2|C (34)
I 140
gelten. Es ist von vornherein nicht offensichtlich, dal Modellzustinde |®) und Mengen
von Erzeugungsoperatoren C; mit den obigen Eigenschaften (3.1)-(3.4) existieren.

Bei den Anwendungen auf verschiedene Klassen von Vielteilchensystemen zeigt sich
jedoch [33], dal es im allgemeinen recht einfach ist, solche Mengen zu finden.

Nachdem wir nun eine Menge {|®); C;} haben, kénnen wir einen Ansatz fiir den
exakten Ket-Grundzustand mit

0) = e5|®), S=3 507 (3.5)
I£0

und den Bra-Grundzustand mit

(U] = (®|Se™¥, S=1+ 5C; (3.6)
I#£0

machen. S und S sind die Korrelationsoperatoren fiir den Ket-Grundzustand bzw. den
Bra-Grundzustand mit den dazugehorigen Korrelationskoeffizienten sy bzw. §y. Der
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Ansatz (3.6) kennzeichnet die sogenannte normale CCM (NCCM), welche in der
gesamten Arbeit ausschlieSlich verwendet wird.?

Ein Vorteil der exponentiellen Form (3.5) ist z.B. [36], daf extensive Groen wie
die Grundzustandsenergie im thermodynamischen Limes (N — oo) richtig skalieren,
auch wenn S angenéhert wird.

Die Ket- und Bra-Zusténde, die durch die Gleichungen (3.5) bzw. (3.6) definiert
werden, sind nicht zueinander adjungiert. Das heifit,> die CCM ist keine variationelle
Methode, sie liefert also keine obere Grenze fiir die Grundzustandsenergie. Es sind
jedoch die Normierungsrelationen

(@W) = (V[P) = (¢|®) =1

erfiillt. Eine weitere wichtige Eigenschaft ist, dafl das Hellmann-Feynman-Theorem

[49] fiir jede Naherung von S erfiillt ist [35].

Wird die stationdre Schrodingergleichung H|W = E|V) fiir den Hamiltonoperator
H des Systems von links mit e~ multipliziert, so folgt mit (3.5)

e H|U) = e E|V), = e 9He%|D) = e FEe’|®) = E|®),

= E = (®|le " He5|D). (3.7)

Das ist eine Gleichung fiir die Grundzustandsenergie in Abhéngigkeit von den Ket-
Korrelationskoeffizienten s;.

Die Ahnlichkeitstransformation e He® in Gl. (3.7) ist von groBer Bedeutung in
der CCM, und kann fiir jeden quantenmechanischen Operator in einer Reihe von
Vertauschungsrelationen dargestellt werden:

1
e*SHeS:H+[H,S],+§[[H,S],,S],+--~. (3.8)
Es ist eine sehr wichtige Eigenschaft, dafi (3.8) nach einigen Termen abbricht, wenn
H (in der Form der zweiten Quantisierung) nur Produkte mit einer endlichen An-
zahl von Einteilchenoperatoren enthélt. So enthélt der Hamiltonoperator (2.1) nur

2In der noch allgemeineren erweiterten CCM (ECCM) [33] wird auch der Bra-Grundzustand
durch einen exponentiellen Ansatz (U] = (®|eSe™5 dargestellt. Die Methode fiihrt zu deutlich
komplizierteren Gleichungen. In [48] wurde eine ECCM Rechnung fiir das X X Z-Spinmodell in SUB2
Néherung durchgefiihrt; die Resultate sind deutlich besser als bei der entsprechenden NCCM-SUB2
Néherung.

3Seien |¥,,) die orthonormierten Eigenfunktionen von H zum Eigenwert E, > Ey (Ep sei hier
die Grundzustandsenergie), so folgt fiir den Ket- und Bra-Zustand der CCM

U) = an|Wy), [0) = an|W,), = (V[H|V) = a}anE,.

Da iiber die Vorzeichen der a}a, keine Aussage getroffen werden kann und sie insbesondere nicht
positiv sein miissen (es ist nur die Normierung (¥|¥) = 1 = 3, % a, bekannt), kann man (¥|H|¥)
nicht nach oben abschiitzen. Bei |¥) = |W) kénnte man dagegen sofort 3 |an|>E, > FoY., |an|?
schreiben, und hitte eine obere Grenze fiir die Grundzustandsenergie.
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Produkte mit zwei Einteilchenoperatoren (d.h. Spinoperatoren, s. weiter unten), und
(3.8) bricht nach dem dritten Term ab; die Transformation kann also ezakt berechnet
werden, unabhingig davon wie S gewihlt wird.*

Die Gleichungen fiir die Korrelationskoeffizienten fiir den Ket- und Bra-
Grundzustand (s; bzw. §;) kann man dadurch bekommen, da§ man fordert, dafl
der Erwartungswert H = (U|H|¥) in Bezug auf die unabhingigen Variablen s; und
3y stationdr (§H = 0) ist, man erhélt

H
2—5 =0 & (®|Cre™"He|®) =0 VI #D0, (3.9)
1
OH & —S 1,516, —
5s. =0 & (55H,CF1e%|2) =0 VI #0. (3.10)
1

Das sind ein nichtlineares Gleichungssystem fiir die s; (Gl. (3.9)) und ein lineares
Gleichungssystem fur die 57 (in Abhéngigkeit von den sy, Gl. (3.10)). Damit ist der
Grundzustand bestimmt, und fiir den Erwartungswert eines beliebigen Operators A
ergibt sich

A= (T|A|D). (3.11)

Wegen (3.9) ist gewithrleistet, dafl der Erwartungswert H gleich der Grundzustands-
energie (3.7) ist.

Bis hierher waren alle Betrachtungen exakt. Eine Ndherung kommt nun dadurch
zustande, daB bei dem Ansatz fiir S (3.5) (und analog fiir S) die Summe iiber die
Konfigurationen [ irgendwo abgebrochen wird, die Summe also nicht mehr iiber den
vollstdndigen Satz aller Konfigurationen gebildet wird, was auch i.allg. unmdoglich
wire. Die Anzahl der beriicksichtigten Konfigurationen muB dabei fiir S und S gleich
sein, sonst gibt es z.B. in (3.9) nicht die gleiche Anzahl von Gleichungen und Un-
bekannten. Diese einzige Ndherung innerhalb der CCM kann gut kontrolliert und
physikalisch begriindet werden, was einen wesentlichen Vorteil gegeniiber anderen
Methoden darstellt.

3.1.2 Allgemeine Schritte beim Anwenden der CCM

Nachdem im letzten Unterabschnitt die theoretischen Grundlagen der CCM dargelegt
wurden, gibt es hier eine kurze zusammenfassende Darstellung der durchzufiihrenden
Schritte bei Anwendung der CCM.

1. Wahl eines Modellzustandes mit dazugehdrigem Satz von Operatoren {|®); C} }
2. Wahl einer geeigneten Néaherung fiir den Korrelationsoperator S

Die Wahl bei diesen ersten beide Schritten kann und sollte physikalisch motiviert
sein. Fiir den Modellzustand kommt also z.B. der klassische Grundzustand in Frage
oder ein Zustand von dem angenommen wird, daf er in einem bestimmten Grenzfall

4Wiirde man dagegen fiir den Bra-Zustand einfach (in einer variationellen Formulierung) (¥| =
(|¥))* wihlen, so miiBte 5" HeS berechnet werden. Dieser Ausdruck 148t sich nicht exakt berechnen
[35], es wiire also eine (moglicherweise schlecht kontrollierbare) weitere Nidherung notwendig.
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exakt wird®.

Bei der Ndherung von S muf} ein moglichst physikalisch motiviertes Schema gefunden
werden, mit dem die Ndherung systematisch verbessert werden kann. Die praktische
Implementation ist sehr aufwendig.

Die weiteren Schritte sind dann durch einen rein mathematischen Algorithmus vor-
herbestimmt.

3. Aufstellen der Ket-Grundzustandsgleichungen (®|Cre=°He®|®) = 0

Das ist der aufwendigste Teil der ganzen Methode.

4. Losen der Ket-Grundzustandsgleichungen (nichtlineares Gleichungssystem)
=s =|V) =FE
5. Aufstellen und Losen der Bra-Grundzustandsgleichungen (lineares GLS)
=5 = (U = A=(7AT)

Die letzten beiden Schritte sind einfache Standardprozeduren, welche dennoch sehr
viel Rechenzeit und Computerspeicher erfordern kénnen.

3.2 Der Grundzustand

Nach den einfithrenden Betrachtungen des letzten Abschnittes soll nun die CCM auf
das J—J'-Spinmodell angewendet werden (s. auch Ref. [38] bis [47] fiir die Anwendung
der CCM auf verschiedene Spinsysteme, dabei insbesondere [39] und [45]). Der erste
Schritt ist die Auswahl eines Modellzustandes |P).

3.2.1 Der Modellzustand

Eine mogliche Wahl fiir Quantenspinsysteme ist ein klassischer Spinzustand [39], bei
dem die Spins i.allg. in viele verschiedene Richtungen zeigen. Entsprechend wird als
CCM-Modellzustand fiir das System (2.1) der klassische helixartige Zustand, welcher
in Abb. 2.2 dargestellt ist, verwendet. Dieser Modellzustand steht in Zusammenhang
mit dem klassischen Grundzustand von (2.1).

Um die CCM-Rechnungen durchzufiihren, soll jeder Gitterplatz gleichartig behandelt
werden. Dazu werden die Koordinatensysteme der Spins lokal so gedreht, daf} alle
Spins (in den neuen lokalen rotierten Achsen) in eine Richtung zeigen.

Zunéchst einige Bemerkungen zur Behandlung von Koordinatentransformationen.

Jeder Zustand eines quantenmechanischen Spinsystems l&8t sich i.allg. als Linearkom-
bination von Produkten von up- und down-Zustanden der einzelne Spins beschreiben.
In der {iblichen Notation der Drehimpulsalgebra bedeutet das, dafl die Spinzustédnde
in positive z- bzw. negative z-Richtung (Quantisierungsachse) zeigen miissen. Bei den

5So kénnte z.B. fiir das J—J'-Modell fiir grofie J’ auch ein dimerisierter Zustand als Modellzustand
benutzt werden (an Stelle des Néelzustandes, s. weiter unten).
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hier verwendeten Spin-1/2-Operatoren heifit das (A = 1 gesetzt) z.B. fiir die einzelnen
Komponenten der Spinoperatoren angewendet auf den up-Zustand (in +z-Richtung)

s*[T) = (1/2)|1),  s[1) = (1/2)ill),  s*[1) = (1/2)[1)-

Um nun beispielsweise die Wirkung der Spinoperatoren auf |—) zu berechnen, muf
man eine Koordinatentransformation (eine Drehung des Koordinatensystems) um die
y-Achse (positiver Drehsinn) durchfiihren, so da§ |—) in +z-Richtung in den neuen
Koordinaten (mit Tilde) liegt (dort mit |T) beschrieben).

z

=) = D)

§s*— 5, s¥—-35Y - 5"

X
Dann folgt

s*[=) = &[1) = (1/2)|1) = (1/2)]-),
s'[=) = &T) = (1/2)il]) = (1/2)il—),
=) = =51 = —(1/2)|1) = —(1/2)|=).
Die neuen Spinoperatoren wirken auf den neuen Zustand genau wie gewdohnliche

Spinoperatoren, d.h. man kann die Spinoperatoren nach der Transformation genauso
benutzen wie in der iiblichen Notation bei Zustdnden in z-Richtung.

Verallgemeinerte Operatoren C}
Fiir die Spinerzeugungs- und Vernichtungsoperatoren s* = s% & is¥ gilt

S+‘T> =0, S_|l> =0, (8_)+ =s".

So ist z.B. st ein Vernichtungsoperator (Cr) bei einem Vakuumzustand |T), das
gleiche gilt fiir s~ in Bezug auf ||); s~ und s* sind dann die jeweiligen Erzeugungs-
operatoren (C}). Der klassische helixartige Zustand (s. Abb. 2.2) ist ein Produkt von
einzelnen Spinzusténden, die in verschiedene Richtungen zeigen (beim Néelzustand
nur in #+z-Richtung). Um fiir einen solchen Modellzustand in zweckméafiger Wei-
se verallgemeinerte Operatoren zu definieren, wird fiir jeden Einzelspinzustand eine
lokale Koordinatentransformation um die y-Achse durchgefiihrt [39], so daf§ alle Spin-
zustinde (in den neuen Koordinaten) in —z-Richtung, d.h. nach unten zeigen. Alle
Einzelspinzustédnde werden also down-Zusténde in Bezug auf die iibliche Notation
der Spinoperatoren, damit folgt fiir den CCM-Modellzustand mit den dazugehorigen
verallgemeinerten Operatoren

|®> = | e llll o '>7 O+ - 8:—7 37—!—8—’7, S:—S—i—/s—t/, e (312)

(wobei die 7,7, 7" beliebige Gitterpléitze bezeichnen).
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Eine Rotation des lokalen Koordinatensystems (um die y-Achse) fiir den Spin s;
um den Winkel d;,

Rotation der Achsen um den Winkel §

also

T
Si
Y )

z o o or
s7 — —sin ;57 + cos ;57,

— €08 0,57 + sin 6;57

soll dazu fiihren, dafl der Spin in den neuen lokalen Koordinaten (mit Tilde) in —z-
Richtung zeigt (analog ist ein Winkel ¢; fiir den Spin s; nétig). Im folgenden wird die
Tilde weggelassen, da keine Verwechslungen moglich sind. Damit erhélt man fiir das
Produkt zweier Spins s; und s;, deren lokales Koordinatensystem um den Winkel d;,
bzw. §; gedreht wurde, s;s; — (s;8;),; dabei ist

(sisj), = sin[sis; — sisj] 4 cosp[sis] + 5785 4 sis!
= singp[sjs; — s7s}] + cos ps; s’
+%(cosgp + 1)[s7 s + s{sY] + %(cosgp — 1)[s7s] — s!s]
= (sisj)y = %sin Qlsi st — sis) + 5787 — sis; |+ cos psis’
+i(cosgp +1)[sfs; + 57 5]] (3.14)
%&(coscp — 1)[s;"s] + 5757 ],

und ¢ = d; — ;. Das Produkt zweier Spins ist in den transformierten Koordinaten
also nur vom Winkel zwischen den Spins abhéngig, wobei aber das Vorzeichen dieses
Winkels zu beachten ist. Fiir einen Néel-artigen Zustand ist der Winkel zwischen
Spins verschiedener Untergitter 7, mit (3.14) folgt

sisj\ieifjéB — —sis] + sté-’ — 585 = —(sfsj + 1/2(32’5;r + s;sj_)). (3.15)

Unter Verwendung des klassischen helixartigen Zustandes (2.8) mit dem charakte-

ristischen Winkel & folgt fiir den Hamiltonoperator (2.1) mittels (3.14) in den lokalen
Koordinaten

H=> > (146, —1))(siSi1p)e, (3.16)

i€A P
wobei fiir die Winkel zwischen benachbarten Spins

Yrg=T7+P, pi=1-0, @;=7+3P (3.17)
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gilt. Es ist zu beachten, da der allgemeine helixartige Zustand (Abb. 2.2) keine
Translationssymmetrie in z-Richtung hat. Dennoch hat der transformierte Hamil-
tonoperator (3.16) diese Symmetrie, da er nur von Winkeln (also nach Gl. (3.17))
zwischen benachbarten Spins abhédngt. Weiter ist zu bemerken, dafl im Falle des
Néel-Modellzustandes (® = 0) fiir den Winkel benachbarter Spins ¢, = 7 gilt.

Fiir den transformierten Hamiltonoperator (3.16) sind also {|®); C;} nach (3.12)
ein Modellzustand mit dazugehdrigem Satz verallgemeinerter Operatoren.

3.2.2 Approximationsschema — LSUBn

Als néchster Schritt mufl eine geeignete Néherung fiir den Korrelationsoperator S
gefunden werden. Analog zu (3.5) hat man mit Gl. (3.12) als allgemeinen Ausdruck
fiir den Korrelationsoperator fiir Quantenspinsysteme

S=>CH => A (3.18)
1 =1
mit Ay = Y livip---igsts o8t (3.19)

e
Dabei ist I = iyiz - - - 4; eine Konfiguration und [/] ist der dazugehérige Korrelations-

koeffizient des Ket-Grundzustandes.® Die Summation in Gl. (3.19) erfolgt iiber alle
Gitterplitze. Folgende Schemata [39] sind bei der Naherung von S gebrauchlich:

SUBn: S =Y A, (Konfigurationen mit bis zu n Spins), (3.20)
=1

LSUBn: I € SUBn mit K(I) <n (3.21)
mit K(I) = K(leg . Zl) = aIbIl:Eiind(ia,ib), d(l,]) = |ZL’j - ZEZ‘ + \yj - yz\

Bei beiden Schemata gibt es bis zu n Spins in einer Konfiguration, aber bei der LSUBn
ist der Abstand d(i, j) (hier in 2D angegeben; Abstand benachbarter Gitterpunkte
ist 1) zwischen Spins innerhalb einer Konfiguration begrenzt. LSUBn enthilt also
nur Konfigurationen, die in ein Gebiet mit nicht mehr als n aneinander angrenzender
Gitterplitze hineinpassen (s. auch Anhang A.1); es ist eine Untermenge der SUBn.”

Die volle SUBn-Approximation ist jenseits von n = 2 (SUB2 wurde auch hier
fiir den Néel-Modellzustand behandelt, s. Anhang A.3) schwer zuginglich, da die
Gleichungen, die dabei auftreten (in [39] sind die SUB4-Gleichungen fiir das X X Z-
Modell angegeben) nicht gelost werden konnen. Es wurde z.B. noch nie eine volle
SUB4-Approximation fiir Spinsysteme durchgefiihrt.

657, die bisherige Bezeichnung fiir [I], wird nicht mehr verwendet, da I nun in seine Einteilchen-
indizes unterteilt wird, welche mit der neuen Schreibweise besser lesbar sind.

"LSUB ist also eine lokale SUB-Niaherung. Es gibt ferner noch die allgemeinere SUBn — m Ap-
proximation, auch eine Untermenge der SUBn, bei der nur die Konfigurationen I mit K(I) < m
genommen werden, d.h. SUBn — m mit m = n ist identisch LSUBn.
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Hier wird im weiteren ausschliefSlich die LSUBn-Approximation benutzt, die bereits
erfolgreich fiir Quantenspinsysteme eingesetzt wurde (z.B. [40, 45]).

Aufgrund der Eigenschaften des konkreten Systems und des Modellzustandes ver-
schwinden fiir einige Konfigurationen die Koeffizienten.
Da die Spins in den hier betrachteten Modellen immer halbzahlig sind und daher
(sT)?|1) = 0 ist, folgt, daB in A; (s. Gl. (3.19)) nicht zwei (oder mehr) Spinoperatoren
zum gleichen Platz gehoren diirfen. Damit ist [iyia - - -4;] = 0, wenn zwei (oder mehr)
Indizes gleich sind.

Eine andere Eigenschaft ist die mogliche s7-Erhaltung.

Die z-Komponente des totalen Spins, s5 = >;s7 (Summe iiber alle Gitterplitze),
vertauscht immer mit dem Hamiltonoperator (2.1) (sie vertauscht mit H fiir alle
X X Z-Modelle also auch fiir alle Heisenbergmodelle), ist also eine gute Quantenzahl.
Dagegen ist im vorliegenden Fall nur der Néel-Modellzustand (Spinzustéinde nur in
+2-Richtung) ein Eigenzustand von s%., wihrend der allgemeinere helixartige Mo-

dellzustand (Spinzusténde in verschiedene Richtungen) kein Eigenzustand von s7 ist
(z.B. Zustand in x-Richtung: s°| —) = —(1/2)| «)).8

Daher kann man s7. bei Wahl des Néelzustandes als CCM-Modellzustand explizit
erhalten, d.h. man verwendet nur Konfigurationen, die keine Anderung von sZ in
Bezug auf den Néel-Modellzustand bewirken. Wenn also Sa(B) 1ot die z-Komponente
fiir Spins des A(B)-Untergitters ist, so folgt fiir das transformierte s (immer im Fall
des Néel-Modellzustandes)

ST = S0t — SBtot-
Die s7-Erhaltung bedeutet also, daf fiir jede Konfiguration die Anzahl der erzeugten

Spins im A-Untergitter gleich der Anzahl der erzeugten Spins im B-Untergitter sein
muB, mit (3.19) folgt u.a.

=>A1:A3:A5:"':0,

d.h. alle Konfigurationen mit einer ungeraden Anzahl von Spins verschwinden. Das
heiBt z.B., dal LSUB5 zwar einige Konfigurationen mehr als LSUB4 enthélt (ndmlich
u.a. Konfigurationen mit vier Spins auf einem Gebiet von fiinf aneinander angrenzen-
den Gitterplétzen), aber der Hauptteil der Konfigurationen von LSUB5 (verbundene
Konfigurationen mit finf Spins) verschwindet. Auflerdem hat LSUB3 nicht mehr
Konfigurationen als LSUB2, da es keine zwei Spins im Abstand zwei geben kann,
die nicht auf dem gleichen Untergitter liegen. Aus diesen Griinden wird LSUBS,
LSUB5 usw. nicht verwendet. Fiir den allgemeinen helixartigen Modellzustand ist
As, As usw. nicht Null, aus Griinden der Konsistenz wird aber auch fiir diesen Be-
reich LSUB3, LSUB5 usw. nicht verwendet.

8 Analog dazu ist der transformierte Modellzustand |®) = |--- | ||| ---), d.h. der Modellzustand
nach den lokalen Koordinatentransformationen (3.13) fiir die einzelnen Spins, immer ein Eigen-
zustand von s% = ) . s? (mit s7 in den lokalen Koordinaten), wohingegen dieses s% i.allg. nicht
mit dem transformierten Hamiltonoperator (3.16) vertauscht; es vertauscht lediglich bei Verwen-
dung des Néel-Modellzustandes (® = 0). Selbstverstandlich vertauscht das transformierte s% (also
s5h = >, (—sind;s7 + cosd;s7) mit s7 und s7 in den lokalen Koordinaten) immer mit dem transfor-
mierten Hamiltonoperator.
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Gittersymmetrien — fundamentale Konfigurationen

Aufgrund der geometrischen Symmetrien des Gitters (Translations- und Punktsym-
metrien) sind viele Korrelationskoeffizienten [iqis - - - ;] gleich, diese gehdren dann zu
einer fundamentalen Konfiguration. Fundamentale Konfigurationen sind also alle die
Konfigurationen, deren Koeffizienten [i1is - - - 4;] auch noch nach Beriicksichtigung der
Gittersymmetrien verschieden sind.

Fiir die hier betrachteten unendlichen Systeme gibt es auch bei einer LSUBn-Néhe-
rung eine unendliche Anzahl von Konfigurationen, aber die Gittersymmetrien kénnen
dann bewirken, dafl es nur eine endliche Anzahl von fundamentalen Konfigurationen
gibt. Das bedeutet aber, daf S in (3.18) aus einer endlichen Summe von Erzeugungs-
operatoren gebildet werden kann.

Neben der Translationsinvarianz des Modells, das eine Verschiebung um 7' mit
T=(n+m)t+ (m-—n)y, n,m ganzzahlig; z=1(1,0), g=1(0,1) (3.22)

erlaubt, gibt es bei den Punktsymmetrien Unterschiede je nach gewahltem Modellzu-
stand.

Der urspriingliche Hamiltonoperator (2.1) besitzt vier Punktsymmetrien, das sind
neben der Identitét eine Spiegelung an der x-Achse und y-Achse (letztere verlauft in
der Mitte zweier Gitterpunkte) und eine Kombination beider Symmetrien.

1
C & o
¢ . O Reflexionsachsen entlang der x-Achse
(2) und der y-Achse (1)
® : o—
: P2
. —
r—x, YUy r—x, Yy—-Y

(3.23)
x_>_(x+1)a Yy—u x—>—(x—|—1), Yy—-y

Diese vier Punktsymmetrien besitzt auch der Néel-Modellzustand, und somit der

transformierte Hamiltonoperator in diesem Fall.

Dagegen hat der helixartige Modellzustand nur zwei Punktsymmetrien

T—x, Y=y -z, y— —y, (3.24)

und nur diese beiden besitzt dann auch der transformierte Hamiltonoperator. Nur
sie konnen bei der Bestimmung der fundamentalen Konfigurationen in diesem Fall
benutzt werden.

Was bleibt, ist das geometrische Problem alle moglichen fundamentalen Konfi-
gurationen, d.h. alle moglichen verbundenen und nichtverbundenen Strukturen einer
bestimmten Grofle auf einem zweidimensionalen quadratischen Gitter zu finden, wel-
che obigen Symmetrien geniigen. Desweiteren wird die Anzahl dieser Konfiguration
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Tabelle 3.1: Anzahl der fundamentalen Grundzustandskonfigurationen in
der LSUBn-Néherung fir das J—J'-Modell (2.1) unter Verwendung des
Néelzustandes (¢ = 0) und des helixartigen Zustandes (& # 0) als Modell-
zustand fiir die CCM. Weiter ist die Anzahl der fundamentalen Konfigura-
tionen fiir den angeregten Zustand unter Verwendung eines Néelzustandes als
CCM-Modellzustand angegeben.

LSUBn | Grundzustand: ® =0 & # 0 | angeregter Zustand: ® = 0
2 3 5 1
4 22 76 16
6 267 1638 331
8 4986 42160 7863

durch die Forderung der s7-Erhaltung im Falle des Néel-Modellzustandes verringert.
Der Anhang A.1 bringt Einzelheiten, wie dieses Problem gelést wurde. Die Anzahl
der so erhaltenen fundamentalen Konfigurationen wird in Tab. 3.1 angegeben.

3.2.3 Der Ket-Grundzustand

Aufstellen der Ket-Zustandsgleichungen

Nachdem nun alle fundamentale Konfigurationen gefunden wurden, sind im néchsten
Schritt die Ket-Zustandsgleichungen (3.9) aufzustellen. Fiir jede fundamentale Kon-
figuration gibt es genau eine Gleichung.

Zunichst werden aber keine Néherungen (z.B. LSUBn) fur S betrachtet. So ist

(D|s . -s;Me’SHeS|<I>> =0 (3.25)

155
die Ket-Gleichung fiir die Konfiguration jjjs - - - jas mit dem Hamiltonoperator (3.16)
und dem Ket-Korrelationsoperator S in der allgemeinen Form nach (3.18).

Der Ausdruck e=*He* ist eine Ahnlichkeitstransformation (3.8) fiir den Operator
H, der transformierte Operator wird durch ein Dach () gekennzeichnet:

A=e94¢% (3.26)
Fiir zwei Operatoren A und B gilt
AB = e 5Ae®e S Be® = ¢S ABe® = AB.

Diese Eigenschaft ermoglicht es die Transformationen fiir die einzelnen Bestandteile
von H (d.h. s7,s7, s%) einzeln vorzunehmen. Das erleichtert die Berechnung sehr.

Die Ket-Gleichungen werden in zwei Schritten bestimmt. Zuné&chst wird
e 9 He|®) so umgeformt, dafl es nur noch Spinerzeugungsoperatoren enthélt [45].
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Unter Verwendung von

Fe = Y0+ Y bin--eish-osf = 6] + 23 [kilsy + -

1=0 (ARRT]

Do+ 2)(U+1) 37 iyl st = 2[km] + 6 [kmi]s + -

=0 111

ka

(3.27)
erhilt man mit (3.14) fiir die einzelnen Terme in H nach der Ahnlichkeitstransfor-
mation, angewendet auf |®) (bei k # m) (Einzelheiten im Anhang A.2)

(8k8m) | @) = %sin ol (Fn — Fy, — F2E,, + FyF? — 2F G + 2F,Grm) sih st
+(_% + %FkQ — By Fon — ka)SZ
+(3 = 3F2 + FF + Grn)sih
—5 55 + 5 Fn]|®)
+cosp| (Grm + FiFp)si st — 1Fist — SFush + 1))
(cosp+ D[ (=Fp — FY)sish + Fnsi + Fis]|®)
(cosp — D) (1+2G3,, + AFyF,Grm + FRE2) s st
—(2GimFn + FLF}) st — Gk Fy + FRFy)si
+Ghom + FoFon]| ).

+ +
N

) (3.28)
Mit (3.16) folgt dann H|®), ein Ausdruck, der nur noch Spinerzeugungsoperatoren
enthélt.

Im zweiten Schritt werden alle die Terme in e~ He®|®) ausgewiihlt, deren Indizes
der st-Operatoren genau mit den Indizes j;j - - - jur der s™-Operatoren in (3.25), die
auf e=* HeS|®) angewendet werden, iibereinstimmen [45]. Wegen

(D[s; 57| D) = by

erhdlt man auf diese Weise alle Terme der Ket-Gleichung fiir die Konfiguration
Jije - Im.

Wiéhrend der Ausdruck (3.28) formal allgemein gilt, wird jetzt die Naherung (LSUBnR)
fir S (und damit fir die F) und Gy, nach (3.27)) berticksichtigt. Es werden nur die
Ket-Gleichungen fiir die (nach LSUBn) fundamentalen Konfigurationen bestimmt.
Hierauf wird im Anhang A.2 ausfiihrlich eingegangen.

Losen der Ket-Zustandsgleichungen

Die Ket-Zustandsgleichungen sind i.allg. nichtlineare Gleichungen verschiedener Ket-
Korrelationskoeffizienten [iyis - - 4] der fundamentalen Konfigurationen, die Glei-
chungen bilden somit zusammen ein nichtlineares Gleichungssystem mit den Ket-
Korrelationskoeffizienten als Unbekannten.

Das Gleichungssystem wird mit der Newton-Raphson-Methode numerisch geldst.
Dazu wird ein Startwert fiir die Korrelationskoeffizienten vorgegeben, der iterativ ver-
bessert wird, und schliefilich gegen eine Losung des nichtlinearen GLS konvergiert.
Es ist denkbar, dafl das Verfahren nicht konvergiert, oder gegen eine unphysikalische
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Tabelle 3.2: Werte der Ket-Korrelationskoeffizienten fiir den Spezialfall J' = 1
(entspricht dem einfachen quadratischen Gitter) fir die LSUB2- und die
LSUB4-Néherung bei Verwendung eines Néel-Modellzustandes. Die Koeftfizi-
enten sind durch die Form der dazugehdrigen Konfigurationen auf dem Gitter
gekennzeichnet (s. auch Anhang A.1).

X X X x X x X X X X X x X - - X

X X X X X X X . - X
LSUB2 | 7.42¢-02 - ~ - - - _
LSUB4 | 8.18e-02  1.63e-04 8.13e-04  1.07e-04 1.81e-04  5.72e-03 2.53e-03

Losung konvergiert. Deshalb wird immer von dem bekannten Resultat [45] des ein-
fachen quadratischen Gitters mit Néel-Modellzustand (J' = 1, & = 0) ausgegangen
(s. auch Tab. 3.2), und die Parameter (J' bzw. ®) in kleinen Schritten veréndert,
wobei immer die Losung fiir den vorherigen Parameter als Startwert fiir den neuen
Parameter verwendet wird.

Da die Anzahl der fundamentalen Konfigurationen (s. Tab. 3.1) gleich der An-
zahl der Ket-Gleichungen (3.25) ist, wéchst der Aufwand diese Gleichungen zu l6sen
sehr stark fiir héhere LSUBn-Approximationen.? Fiir den Néel-Modellzustand war es
moglich die Rechnungen bis zum LSUBS8-Level durchzufiihren, wo 4986 gekoppelte
nichtlineare Gleichungen zu l6sen waren. Dagegen konnten fiir den helixartigen Zu-
stand die Rechnungen nur bis LSUB6 (1638 gekoppelte Gleichungen) durchgefiihrt
werden.

Grundzustandsenergie

Mit dem Ket-Grundzustand kann nun die Grundzustandsenergie (3.7) berechnet wer-
den. Dazu sind die Terme von (3.28) notig, die keine Spinerzeugungsoperatoren ent-
halten, also

(®](8k8m)|®) = $sinp(—3F) + 5Fn) + 1 cos + 1(cos ¢ — 1)(Grm + FiFp)
= 1 sinp(—3[k] + 3[m]) 4 7 cos ¢ + 3 (cos ¢ — 1)(2[km] + [k][m)])

Damit folgt fiir die Grundzustandsenergie (3.7) mittels Gl. (3.16)

B = 5 300+ G (= DN 88, B (3.29)

Die Grundzustandsenergie hiangt also nur von den Korrelationskoeffizienten mit ei-
nem Spin ([k]) und von denen mit zwei benachbarten Spins ([k, k+p]) ab. Da (3.28) fiir
den allgemeinen Ket-Korrelationsoperator (3.18) gilt, ist (3.29) ein ezakter Ausdruck
fiir jede Approximation von S. Die Gl. (3.29) ist also z.B. auch fiir alle LSUBn-
Approximationen identisch, der Wert der Korrelationskoeffizienten in ihr ist aber fiir

9Fiir das Newton-Raphson-Verfahren braucht man die Jacobi-Matrix des Gleichungssystems im
Speicher des Rechners. Der Speicheraufwand dafiir ist (Np — Anzahl der fundamentalen Konfigura-
tionen) 8 X Ng x Np Bytes (also rund 200MByte fiir 5000 gekoppelte Gleichungen).
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jede Approximation verschieden, und das gilt dann natiirlich auch fiir die Energie nach
(3.29) selbst. Zum Beispiel hiangt die Grundzustandsenergie fiir das einfache quadrati-
sche Gitter (J' = 1) mit Néel-Modellzustand nur von einem Korrelationskoeffizienten
( x x ) ab, dessen Wert sich aber fiir die verschiedenen LSUBn-N&herungen éndert
(s. Tab. 3.2).

3.2.4 Der Bra-Grundzustand

Bra-Zustandsgleichungen

Um eine beliebige Grundzustandseigenschaft wie z.B. einen Ordnungsparameter zu
bestimmen, bendtigt man neben dem Ket- auch den Bra-Zustand, d.h. die Bra-
Korrelationskoeffizienten. Um diese zu berechnen (mittels Gl. (3.10)) geht man von
dem Erwartungswert des Hamiltonoperators aus:

H = (U|H|T) = (®|Se~5 He®| D).
Mit dem Korrelationsoperator fiir den Bra-Zustand (3.6), d.h. fiir Spinsysteme mit
S=1+3" 3 [in--ilsy, sy =1+ [ils;; + 3 [ivdalsisy, +--- (3.30)
1 it i iia

und mit der Grundzustandsenergie £ nach (3.7) folgt

H=E+Y. 3 [i---i] (®ls;, ---s; ¢ SHeS|®), (3.31)

1 i1

Ket—Gl., =0 im Grundzustand

d.h. wenn die Ket-Gleichungen (3.25) erfiillt sind, gilt natiirlich H = E. Die Sum-
mation iiber die i; ---4; in (3.31) erfolgt tiber das ganze Gitter (ist also fiir das hier
behandelte N — oo unendlich), d.h. auch in S nach (3.18) und in S nach (3.30) gibt
es unendlich viele Terme. Das gilt auch bei Verwendung der LSUBn-Néherung. Um
nun (3.31) fiir die Berechnung der Bra-Koeffizienten verwenden zu kénnen, mufl der
Zusammenhang zwischen der unendlichen Summe in den Korrelationsoperatoren und
der Tatsache, daff in LSUBn nur mit einer endlichen Anzahl von Korrelationskoeffi-
zienten gerechnet wird, verdeutlicht werden [45].

In der LSUBn-Approximation gibt es (s. Abschnitt 3.2.2) nur eine endliche Anzahl
(mit Ng bezeichnet) von fundamentalen Konﬁguratiori@, d.h. auch nur genau Ng
verschiedene Korrelationskoeflizienten [iy - - -4;] und [¢y - - - 4] fiir den Ket- bzw. Bra-
Zustand. Bezeichnen nun L, bzw. I:r diese verschiedenen Korrelationskoeflizienten
innerhalb der LSUBn, die fiir jede der fundamentalen Konfigurationen (mit dem Index
r) nur genau einmal gezdhlt werden, so gibt es fiir jedes L, (analog f}r) insgesamt
Nuv,(n,!) gleichartige Konfigurationen auf dem Gitter, die alle mit der entsprechenden
(zu L, gehorigen) fundamentalen Konfiguration in Zusammenhang stehen. Hierbei
kommt der Faktor N (Anzahl Gitterpldtze) von der Translationssymmetrie, v, ist
ein Faktor, der mit den Punktsymmetrien der r-ten fundamentalen Konfiguration
zusammenhéngt, und n, ist die Anzahl der Spins in der Konfiguration (d.h. die Anzahl
der Indizes 4; --- in den Korrelationskoeffizienten), so daf§ der Faktor n,! von den
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Vertauschungen der n, Indizes kommt. Fiir die Koeffizienten in S (3.18) und in S
(3.30) gilt also

i) = %Fj Nv.(n,))L,.  (3.32)

S S il = z_?leer, 3

T 1 dyiy

Es ist weiter sinnvoll die Notationen

T, = L,, . = vp(n, )L, (3.33)

einzufithren, dabei sind die z, bzw. z, die Korrelationskoeffizienten mit denen in
den Computerprogrammen tatséchlich gerechnet wird. Fiir die Ket-Koeffizienten z,
wird das bei Betrachtung der Vorgehensweise zur Bestimmung der Ket-Gleichungen
(s. Anhang A.2) klar; die Punktsymmetrien und Permutationen der Indizes fiithren
zu Faktoren fiir die einzelnen Terme der Gleichungen, sind also nicht in den Korre-
lationskoeffizienten enthalten. Der Faktor N (Translationen) kann ohnehin nicht in
den Losungen der Ket-Gleichungen enthalten sein, da jede dieser Gleichungen stets
mit einer einzelnen konkreten Konfiguration auf dem Gitter gebildet wird.!

Sei K. (1, xg,...) = 0 die Ket-Gleichung fiir die r-te fundamentale Konfiguration
(in Anhang A.2 wird beschrieben, wie man sie explizit bestimmt), so erhédlt man mit
(3.33) fiir den Erwartungswert (3.31)

_ Np _ Np
H=E(zi,29,...) + N> K. (z1,20,...), = H =E+> 7K, (3.34)
r=1

r=1

wobei H' und E’ die entsprechenden spezifischen Gréflen (pro Gitterplatz) sind.
E(x1,29,...) ist explizit in Gl (3.29) gegeben, und E’ ist die Grundzustandsener-
gie pro Spin. Im Grundzustand, wo die Ket-Koeffizienten durch K, (z1,29,...) =0
bestimmt werden, gilt dann natiirlich H' = E’. Hier wird K, (1, s, ...) aber als eine
Funktion der Ket-Koeffizienten betrachtet, und es ist K, = 9H’' /0%, (wie es entspre-
chend der Definition der Ket-Gleichungen OH'/0%, = 0 nach (3.9) sein sollte). Fiir
die i-te Bra-Gleichung, die analog (s. Gl. (3.10)) durch OH'/dz; = 0 bestimmt wird,
folgt somit

oF" Y 9K,
e, + ;Ia—x =0. (3.35)

Diese Np Gleichungen bilden zusammen ein lineares Gleichungssystem fiir die Bra-
Koefhizienten Z, in Abhéngigkeit von den x,.. Es kann nun z.B. mittels des Gauschen
Algorithmus gelost werden, wenn die Ket-Koeffizienten z, bekannt sind.

Mit dem auf diese Weise berechneten Bra-Grundzustand ist somit (zusammen
mit dem Ket-Grundzustand) der Grundzustand des J-J'-Modells (2.1) vollstandig in
LSUBn-Néherung bestimmt.

10Man konnte von den N translationsinvarianten Konfigurationen N identische Ket-Gleichungen
bilden, die dann natiirlich alle zur gleichen Losung fithren wiirden.
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Magnetischer Ordnungsparameter
Um die magnetische Ordnung des Systems zu beschreiben, kann man einen einfa-

chen Ordnungsparameter benutzten, welcher in den lokalen, rotierten Spinachsen (wo
si|®) = —1/2|®) gilt) durch

ﬁj: (0|52 | W) (3.36)

definiert ist, also den Erwartungswert der Magnetisierung an einem Platz beschreibt.
Fiir den Fall, dafl der Néelzustand als CCM-Modellzustand verwendet wird, entspricht
m der iiblichen Untergitter-Magnetisierung (,,staggered“ Magnetisierung) eines An-
tiferromagneten. Der Ordnungsparameter ist ein Ausdruck fiir die Abweichung des
Quantenzustandes vom klassischen Zustand, fiir den stets m = 1/2 gilt.

Fiir —(0|s;|T) in (3.36) folgt weiter (s. Gl. (A.2))

—(U|sp| W) = —(@|Sespe’|@) = —(D[S (s}, + Fis])|®) = 1/2 — (B|SFys | ).

Des Ausdruck SFys; mufl weiter untersucht werden. Mit (3.30) und (3.27) ergibt sich

ZSFkSk =222 [n sy 2 (U Y) D (kg gvlsisg s

[ AR r Ji gy
(3.37)
Zum Erwartungswert von 3, (®|SFys;|®) liefern nur die Terme einen Beitrag, in
denen die Operatoren s~ und s in der gleichen Anzahl und mit den gleichen Indizes
auftreten. Deshalb muB man in (3.37) [ = I’ + 1 setzen und die [ Indizes iy,...,7%
miissen mit den Indizes k, j1, ..., 7;_1 iibereinstimmen. Dabei gibt es I! Moglichkeiten,
entsprechend den méglichen Permutationen der iy, ..., 7 Indizes, und es folgt weiter

S (D|SFys|®) ZZZ[' > (ki - i 1 [kiy -]

k i1t

Mit (3.32) und (3.33) folgt (Index k in 4, umbenannt)

— NF ~
S (D|SFsf|®) = Zzz' ST li--ilin i) = ne(n)Nvp(n, )L, Ly,
k 0107 r=1

=) (P|SEest|®) =) n.(n! )Nz, x,.
k r=1

Somit ergibt sich fiir den Ordnungsparameter m nach (3.36)

1 - Nr,
m=1/2— v > (PISFsi |@) = 1/2 = ny(n,)) T,z (3.38)
k r=1
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3.3 Der angeregte Zustand

In den bisherigen Abschnitten wurde die CCM zur Berechnung des Grundzustandes
eines Systems verwendet. Hier wird die CCM fiir die ndherungsweise Bestimmung von
angeregten Zustanden benutzt, wobei in diesem Teil der Arbeit nur der Néelzustand
als CCM-Modellzustand betrachtet wurde. Die dabei verwendeten Methoden und Al-
gorithmen sind vielfach analog zu denen, die fiir die Bestimmung des Grundzustandes
verwendet wurden, so dafl vieles, was dort genauer beschrieben wurde, hier ebenso
giiltig ist.
Der Formalismus
Es wird der Formalismus von Emrich [61] verwendet, dessen Anwendung auf Spin-
systeme in [39] und vor allem (fir hohere Ordnungen) in [62] beschrieben wurde.
Ausgangspunkt ist ein Operator X, der linear auf den Ket-Grundzustand |¥) (nach
(3.5)) angewendet wird, der angeregte Zustand |¥.) ist durch

(o) = Xe¥|D), X =>[.CF = li]esi + > [ivio)esi si + - (3.39)

I#40 i1 1172

bestimmt. Die Definition von X ist formal identisch mit der des Ket-
Korrelationsoperators S nach (3.18), die [ - - -4, sind die Korrelationskoeffizien-
ten des angeregten Zustandes. Analog wie fiir S werden fiir X fundamentale Kon-
figurationen bestimmt, allerdings auf eine andere Weise (s. weiter unten), d.h. die
fundamentalen Konfigurationen des angeregten Zustandes sind nicht mit denen des
Grundzustandes (also mit denen von S) identisch.

Unter Verwendung der Schrodingergleichung H|V,.) = E,|U.) erhilt man wegen
e HXeS|®) = E.Xe%| D) e SX| He’|®) = Ee”|P)
= e SHXeS|®) = E,X|D) = e SXHeS|D) = EX|D)

(X und S vertauschen) fiir e, = E, — E, d.h. fiir die Differenz zwischen der Energie
des angeregten Zustands (F,) und der Grundzustandsenergie (F),

€ X|®) = e [H, X]_e°|®). (3.40)
Darauf wird (®|s;, - - - s}, angewendet, wobei ji - - - j; eine fundamentale Konfiguration
des angeregten Zustandes ist,
= (P[s}, -+ 55,6 X|P) = €(P[sj, -5 S i ciest s |<I>> =€ (IN[71 - Jile

iy
und somit ist
(INee[gr - dile = <<I>|s -’le’S[H, X],es@). (3.41)

Die rechte Seite dieser Gleichung ist linear in X und damit auch linear in den [¢; - - - /.
Bezeichnet man die Konfiguration j; - - - j; mit dem Index r und den dazugehorigen
Koeffizienten des angeregten Zustandes mit z,. so kann man (Ng, — Anzahl der
fundamentalen Konfiguration des angeregten Zustandes)

Npe

> Ryitie = (P[s], - ~sj_le_S[H, X]_e|®) (3.42)

=1
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schreiben, wobei die R,; nicht von den =x,., sondern nur von den Ket-
Korrelationskoeffizienten des Grundzustandes abhéngen. Somit 148t sich fur (3.41)

Nrpe

€e(ne)xre = Z R,iTie (3.43)
i=1

schreiben. Das ist eine Eigenwertgleichung fiir die Eigenwerte €, mit den dazugehori-
gen Eigenvektoren {z;.}.

Approximationsschema

Genauso wie im Falle des Grundzustandes (fir S) mu man auch fiir den Operator X
nach Gl. (3.39) ein Approximationsschema benutzen. Dabei wird fiir den angeregten
Zustand die gleiche Naherung wie fiir den Grundzustand verwendet.!!

Im weiteren interessieren nur die niedrigsten Anregungen. Die fundamentalen Kon-
figurationen fiir die LSUBn werden genau wie vorher (fir den Grundzustand bei
Verwendung des Néel-Modellzustandes) definiert, es werden jetzt aber nur genau die
Konfigurationen genommen, welche die z-Komponente des totalen Spins (s%) in be-
zug auf den Modellzustand um +1 dndern'? [62]. Mufite im Falle des Grundzustandes
die Anzahl der Spins, die zum Untergitter A bzw. B gehoren fiir eine Konfiguration
gleich sein, so muf} hier diese Anzahl fiir A und B gerade um genau eins differieren.
Man erhéalt spinwellenartige Anregungen mit nur einem Magnon, und genau diese
Form haben auch die niedrigsten Anregungen, so daf keine weiteren Konfigurationen
(also solche, die s% um £2 oder mehr &ndern) in X berticksichtigt werden miissen.
Die Anzahl dieser fundamentalen Konfigurationen fiir den angeregten Zustand fiir
LSUBn ist in Tab. 3.1 im Abschnitt 3.2.2 angegeben.

Aufstellen und Lésen der Eigenwertgleichung

Die Berechnung der R,; (Gl. (3.42)) erfolgt analog wie die Berechnung der Koef-
fizienten der Ket-Gleichungen (GI. (3.25), s. Anhang A.2), der einzige Unterschied
ist, dal hier [H, X]_ anstelle von H in den Ausdriicken auftritt. Zunéchst wird also
e %[H, X]_e5|®) so umgeformt, dafl es nur noch Spinerzeugungsoperatoren enthélt
[62]. Analog zu (3.27) fiir die Ket-Gleichungen wird hier

Po = (41 Y kiveciest oo = (Mo +2 ) [kiles] + -

l 11---7]

Qem = Y (+2)(1+1) > [kmiy---iest - si = 2[km]e + 6 _[kmiles] + - -

1 i1
(3.44)
definiert, so daf fiir die einzelnen Terme von H bei Verwendung des Néelzustandes

HDas ist nicht notwendig [62], wird aber so gemacht, um die CCM-Rechnungen so systematisch
und selbstkonsistent wie méglich durchfithren zu kénnen.

2Dabei wurden die Konfigurationen, die eine Anderung von s7 von +1 bewirken explizit mit
denen gleich gesetzt, die eine Anderung von s7 von —1 bewirken. Das ist deshalb moglich, da
beide Arten von Konfigurationen aufgrund der Spiegelsymmetrie an der y-Achse zwischen zwei
Gitterpunkten (x — —(z+1), y — y; s. (3.23)), also einer Punktsymmetrie des Hamiltonoperators,
dquivalent sind.
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als CCM-Modellzustand, d.h. fiir die Terme in (3.15)

e [sish, X]-e%|®) = 0
e 5sist, X]_-€”|®) = [(Qum + FiPp + PuEy)st st — 2 Pust — 2 Pps) ]| @)
(3.45)
gilt.
Als néchstes werden, wieder analog zu den Ket-Gleichungen, alle die Terme in
e 9[H, X]_e5|®) ausgewiihlt, deren Indizes der s*-Operatoren genau mit den Indizes
J1- -+ i der s~-Operatoren (s. Gl (3.42)) tibereinstimmen, auf diese Weise lassen sich

die einzelnen Elemente der Matrix R,; bestimmen. Dabei wird derselbe Algorithmus
verwendet, wie er im Falle der Ket-Gleichungen im Anhang A.2 beschrieben wurde.!3

Die R,; hingen von den Korrelationskoeffizienten des Ket-Grundzustandes ab,
nachdem also diese bestimmt sind, kann die Eigenwertgleichung (3.43) (numerisch)
gelost werden. Um die Differenz zwischen Grundzustand und niedrigster Anregung
(d.h. das Energieanregungs-Gap A) zu berechnen, wird der kleinste Eigenwert von
Gl. (3.43) ausgewdhlt. Es ist zu beachten, daff die Eigenwerte der Gl. (3.43) nicht
reell sein miissen, da die Matrix R,; nicht symmetrisch ist. Im gesamten betrachteten
Bereich ist das so bestimmte A aber reell. Diese Berechnungen fiir den angeregten
Zustand werden bis zur LSUB6-Approximation durchgefiihrt.

3.4 Extrapolation der CCM-LSUBn-Resultate

Bis heute gibt es keine Theorie wie die einzelnen LSUBn-Resultate mit n skalieren.
Es gibt aber fiir die verschiedenen physikalischen Groflen (Energie, Magnetisierung,
Energie-Gap) empirische Anzeichen [40, 43, 45, 62] fiir solche Skalierungsgesetze.

Diese Skalierungsgesetze werden u.a. dadurch begriindet, daf sie die Resultate
fiir die verschiedenen LSUBn gut fitten, d.h. die mittlere quadratische Abweichung
zwischen der extrapolierten Kurve und den einzelnen Resultaten ist klein. Ein weiterer
Grund ist, daB die extrapolierten Resultate (also der Wert des Fits bei n — o0)
mit den Resultaten anderer Methoden gut tibereinstimmen (z.B. mit der Green-
Funktionen-Monte-Carlo-Methode und mit der Reihenentwicklung fiir das 2D X X Z-
Modell [40, 45]). Fiir das 1D XY-Modell zeigen die extrapolierten CCM-Resultate
eine gute Ubereinstimmung mit den exakten Resultaten dieses Modells (s. Abschnitt
3.6).

3Die Terme der Ket-Gleichungen und die Elemente von R,; werden mit ein und derselben Pro-
zedur im CCM-Computerprogrammpaket berechnet.
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In Ubereinstimmung mit diesen vorherigen Resultaten werden hier die folgenden
Skalierungsgesetze verwendet: fiir die Grundzustandsenergie (3.29)

E = ag+ a;(1/n%) + as(1/n?)?, (3.46)
fiir die Magnetisierung im Grundzustand (3.38)
m = by + by (1/n) + by(1/n)? (3.47)
und fiir das Gap zu den niedrigsten Anregungen (3.43)
A =co+c1(1/n) +ca(1/n)? (3.48)

Hierbei ist n die Ordnung der LSUBn-N&dherung.

3.5 Wahl des CCM-Modellzustandes

Wie bereits im Unterabschnitt 3.2.1 dargelegt wurde, wird fur das J—J'-Modell (2.1)
der helixartige Zustand (2.8) mit dem charakteristischen Winkel ® (s. auch Abb. 2.2),
als CCM-Modellzustand verwendet. Es mufl nun noch ein zweckméafBiger Wert fiir den

Winkel ® ausgewihlt werden. Eine Moglichkeit ware der klassische Grundzustand des
Modells (2.1), also ® = & nach Gl. (2.7).

Eine andere Moglichkeit ist, eine CCM-LSUBn-Approximation mit dem Winkel
® als Parameter durchzufiihren, und dann die dazugehorige LSUBn-Naherung der
Energie in Bezug auf den Winkel ® zu minimieren, also

ELSUBn(qD) —min < &= ®qyp,. (349)

Die Resultate fiir ®1,5uyp, werden spiter beschrieben (Abb. 5.7 im Kapitel 5).

Es ist nun aber zu beachten, da§ (wie im Abschnitt 3.1 dargelegt) die CCM keine
strenge obere Grenze fiir die Grundzustandsenergie liefert. Die Verwendung der CCM
mit einem variationellen Parameter (also hier die Verwendung von ® = ®rgup,)
zeigte sich jedoch in [41] als eine sinnvolle Annahme, welche verniinftige Ergebnisse
lieferte. Es werden im folgenden weitere Argumente gegeben, die vermuten lassen,
dal & = dy gy, tatsichlich eine bessere Wahl als & = &, ist.

Als erstes zeigt sich, dafi man bei Verwendung von ® = @, im Bereich —0.7 <
J" S —0.47 keine Losungen fiir die Ket-Gleichungen der LSUB6 finden kann, d.h. die
Newton-Raphson-Methode, die man verwendet um die Losungen dieser Gleichungen
zu finden, konvergiert dort nicht. Das ist ein klares Anzeichen dafiir, dal dieser Mo-
dellzustand nicht besonders geeignet ist. Im Gegensatz dazu wird solches Verhalten
fiir & = dpgyp, nicht gefunden.

Es ist zweitens allgemein bekannt, dafl Quantenfluktuationen collineare Ordnung
(wie z.B. die Néelordnung) bevorzugen [13, 92]. In der Tat zeigt sich (s. unten,
Abb. 5.7), dal die Néelordnung (® = 0) auch fiir gewisse Werte J' < —1/3 weiter
zu existieren scheint, wo sie im klassischen Fall bereits zusammengebrochen ist. Das
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steht in Ubereinstimmung mit Resultaten der exakten Diagonalisierung des Modells
(s. Abb. 5.5 weiter unten).

Drittens findet man, dal die CCM-Resultate der Grundzustandsenergie bei Ver-
wendung des helixartigen Modellzustandes (also ® = ®rgup,,) besser mit den Resulta-
ten der exakten Diagonalisierung iibereinstimmen, als bei Verwendung von ¢ = ®,,.
Es ist dabei zu beachten, dal die CCM-Resultate fiir die Grundzustandsenergie im
allgemeinen gut mit den entsprechenden Resultaten der exakten Diagonalisierung
tibereinstimmen [45], wenn ein guter CCM-Modellzustand gew#hlt wurde.

Aus all diesen Griinden wird der helixartige Zustand mit & = ®pgyp,, iiberall in
dieser Arbeit als der CCM-Modellzustand fiir den Hamiltonoperator (2.1) benutzt.
Es ist zu beachten, daf§ dieser Modellzustand fiir J° > —1/3 mit dem klassischen
Grundzustand von Gl. (2.1) tibereinstimmt, was dagegen fiir J° < —1/3 nicht der
Fall ist.

3.6 Test der Methode am XY-Modell

Um eine Vorstellung von der Brauchbarkeit und Genauigkeit der CCM bei Anwen-
dung auf Quantenspinsysteme zu bekommen, wird die Methode auf das anisotrope
XY-Modell angewendet. Dieses Modell wird durch den Hamiltonoperator

1 xr T
H =5 3 [(U+9)s7st, + (1= 7)st'st,) (3.50)

l,p

beschrieben, wobei fiir den Anisotropieparameter —1 < v < 1 gilt. Die Summation
iiber [ erfolgt iiber alle N Gitterplédtze, die Summation iiber p umfaflt alle ndchsten
Nachbarn.

Mittels der CCM in verschiedenen Nidherungen wird der ein- und zweidimensionale
Fall (in 2D quadratisches Gitter) fiir Spin s = 1/2 behandelt. Die Ergebnisse dieses
Abschnittes sind in [43] verdffentlicht, wo zusétzlich (nur in SUB2) auch angeregte
Zustande und der allgemeinere Fall s > 1/2 behandelt werden.

Fiir den eindimensionalen Fall mit s = 1/2 wurde das Modell (3.50) von Lieb
1961 exakt gelost [63]. Somit gibt es die Moglichkeit die Ergebnisse der CCM mit
diesen exakten Resultaten zu vergleichen. Fiir hohere Spins, bzw. fiir hohere Dimen-
sionen gibt es Resultate unter Verwendung der Spinwellentheorie [68], Monte-Carlo-
Berechnungen [65, 67], Reihenentwicklung [66], und fiir 7 = 0 Resultate mittels ex-
akter Diagonalisierung [64].

CCM-Modellzustand

Man kann erwarten, dafi die Spins im Grundzustand von (3.50) in der zy-Ebene
liegen. Deshalb wird als CCM-Modellzustand |®) ein Néelzustand gewéhlt, in dem
die Spins parallel bzw. antiparallel zur z-Achse liegen'*. Dieser Modellzustand ist der
korrekte Grundzustand von (3.50) fir v = 1 (Ising-Modell). Es werden nun lokale
Koordinatentransformationen durchgefiihrt, so daf jeder Spin in |®) in die negative

MEin solcher Modellzustand wurde auch erfolgreich fiir das X X Z-Modell verwendet [42].

34



z-Richtung zeigt. Je nachdem, ob die Spins urspriinglich in die negative oder positive
xr-Richtung zeigten, gilt

s¥— —s%, ¥ — §¥ s* — ¢ urspriinglich —x
s — s, 8 — ¥ s — —s* urspriinglich + z.
Mit dieser Transformation folgt aus (3.50)
1

H = o S [Asisiy, + Blsi sy + 1 502,) + Csi s+ 57 512,)] (3.51)
l,p

mit A=—(1+7v), B= —i(l -7), C=-B.

Ket-Grundzustand
Neben der LSUBn-Néherung (s. weiter unten) wird die SUB2-Nédherung verwendet
(s. auch Abschnitt 3.2.2). Der Korrelationsoperator ist fiir die SUB2-Naherung durch

S—y° (% > brsfsfer) (3.52)

=1 r#0

gegeben, die Summation iiber r erfolgt iiber alle verschiedenen Gittervektoren (mit
r # 0). Da die volle SUB4-Approximation zu kompliziert ist, gibt es die Moglichkeit
nur ihre wichtigsten Zusatzterme zu beriicksichtigen. Das sind die Terme mit vier
Spins auf benachbarten Platzen. Damit erhdlt man das SUB2+LSUB4-Schema, das
nur im eindimensionalen Fall verwendet wurde, dort gilt dann

N

1

S=> (§ > besi sy, + 943l+3;;_13;;_231ﬁ_3) : (3.53)
=1 r#0

Mit diesem Schema erhélt man mit Gl. (3.51) die Ket-Gleichungen fiir die Koef-
fizienten b, und g,

(@]s; spy,6 S HeS|®) = S [BY" bubyyip — (A+ 4Bby)b,

) (3.54)
+2Cb,_, + (B(26? + 294+ 1) + Ab1)ys + Bgadsp,| =0
(Rls; 5115105056 " He®|®) = A(b} + 3b3 + 2b1b3) — 4B(bibaby + b1b3 + b3bs) (3.55)

—40(2b1b2 + bgbg) + g4[B(2b5 - 2b3 - 8b1) - A] =0.

Die entsprechenden Gleichungen fiir die SUB2-Néherung enstehen einfach dadurch,
dafl man in der ersten Gleichung (3.54) iiberall g4 = 0 setzt, und die zweite Gleichung
(3.55) weglafit.

Um diese gekoppelten nichtlinearen Gleichungen zu 16sen, wird zunéchst Gl. (3.54)
fouriertransformiert und dann die resultierenden Gleichungen und GI. (3.55) selbst-
konsistent gelost. Fiir die Dimension d erhdlt man

i " —d_—ir 1 i
I(q) =Y €"b,, b= / d%q(2m) =% (q), (q) = . > et
r - P
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b= [ dq@m @00, Xi= b, = [ dla2m) (@)
was dann fiir GL. (3.54) zu

al?(q) +0I'(q) +¢c=0

fiithrt, dabei sind
a=Bvy(q), b=-A—4Bb +2Cv(q),
c = [B(2b7 + 294 + 1) + Ab1)]v(q) + Bgay(3q) — BX; — 2Cb,

mit der iiblichen Losung

—b +/b? — 4dac
[(q) = 5 :

Fiir die Grundzustandsenergie gilt dann
1 1
E = (®le S He®|®) = 5 (ZA + blB) . (3.56)

Bra-Grundzustand
Der Bra-Korrelationsoperator ist fiir die SUB2+LSUB4-N&herung durch

N

~ 1 ~ o

S=1+> <§ d b5y Sp, + Gas; 51+151+251+3> (3.57)
=1 r

gegeben. Mit H = (U|H|¥) folgt fiir die Bra-Zustandsgleichungen

= NY[2BY bibyriy — (A +4Bb)b, +2Cb,
p r!
+(B + (A +4Bb)by — AB Y byby)d,,

+34/2{[4A(by + b3) — 8B(boby + b3) — 16 Bgy — 16Cbs)6,, .
+[124by — 8B(byby + 2bsbs) — 8C (2by + b3)]6ap.r
+[4Ab; — 8B(2b1b3 + b3) — 4Bgy — 8Cby)d3,,
—8Bbibyuy » + 4Bgads,}| = 0, (3.58)
oH e
= N [B(2by + bs) + §a(2B(bs — bs — 4b;) — A)] = 0. (3.59)

Analog wie fiir den Ket-Zustand wird fiir die Gleichung (3.58) eine Fouriertrans-
formation durchgefiihrt und die resultierenden Gleichungen werden zusammen mit
Gl (3.59) gelsst, wodurch man die Korrelationskoeffizienten b, und §; des Bra-
Zustandes erhélt.

Damit erhélt man fiir die Untergitter-Magnetisierung

M = —2(0|s7|¥) =1 -2 bb, — 8guda.
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Tabelle 3.3: Grundzustandsenergie und Untergitter-Magnetisierung des eindi-
mensionalen XY-Modells fiir v = 0 im Vergleich zu den exakten Resultaten
[63]. Ng gibt die Anzahl der fundamentalen Konfigurationen fiir eine gegebe-
nen LSUBn-N&herung an.

Néherung Nr | E/N M
LSUB2 1| —0.303813 | 0.837286
SUB2 —0.310377 | 0.779517
LSUB4 4 | —0.314083 | 0.722916
SUB2+LSUB4 —0.314699 | 0.625904
LSUBG6 13 | —0.316301 | 0.660064
LSUBS 43 | —0.317137 | 0.617624
LSUB10 151 | —0.317542 | 0.586067
extrap. LSUBn —0.31829 | 0.47
exakt —0.318310 | 0.0

Bemerkungen zur LSUBn-Niherung

Die LSUBn-Naherung erfolgt auf die gleiche Art und Weise wie in den Abschnit-
ten 3.2.2 bis 3.2.4 beschrieben. Es ist zu beachten, dafl s7 keine Erhaltungsgréfie
ist, da es nicht mit dem Hamiltonoperator (3.50) vertauscht (Auerdem ist s% auch
kein Eigenzustand des Modellzustandes.). Da jedoch der Hamiltonoperator (3.51)
nur solche Produkte mit zwei Spinoperatoren enthélt, die den Modellzustand |®)
entweder unveréndert lassen (sfsf,,), oder genau zwei Spins in ihm flippen, kann der
Grundzustand nur eine gerade Anzahl von beziiglich des Modellzustandes gedrehten
Spins enthalten. Deshalb kann man die LSUBn-N&herung auf die Konfigurationen
beschrinken, die eine gerade Anzahl von Spinerzeugungsoperatoren enthalten.!®

Die einzelnen LSUBn-Resultate werden, wie im Abschnitt 3.4 beschrieben, extrapo-
liert.

Resultate
Fiir den eindimensionalen Falllassen sich die CCM-Resultate direkt mit der exakten
Losung'® des Modells vergleichen.

Fiir den Bereich v < 0 ist beim Vergleich generell zu beachten, dal der CCM-
Modellzustand (Néelzustand in z-Richtung) nur fiir v = 1 exakt ist. Dagegen ist

15Das gilt auch fiir das J—J'-Modell (2.1) mit Néel-Modellzustand, aber nur dort kann man des-
weiteren fordern, dafl in den Konfigurationen die Anzahl der in den beide Untergittern erzeugten
Spins gleich ist. Da das hier nicht gilt, sind zusétzliche Konfigurationen zu beriicksichtigen.

16Die exakten Resultate der Grundzustandsenergie bzw. der Untergitter-Magnetisierung fiir das
1D XY-Modell (3.50) sind [63]

11 VI
E/N =—>— 52 2 5in” M=4/2 :
/ 227r/0 \/cos (k) 4+ 2 sin“ (k)dk, T+l
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Abbildung 3.1: CCM-Resultate und das exakte Resultat der Grundzustands-
energie des eindimensionalen X'Y-Modells. Die Endpunkte der Konvergenz der
SUB2- und SUB2+LSUB4-N&dherungen sind gekennzeichnet.

der Hamiltonoperator (3.50) selbst, und damit seine exakte Losung symmetrisch um
v = 0, und es gibt die zwei Ising-Félle bei v = +1. Fiir v < 0 entfernt man sich
also immer weiter von dem CCM-Modellzustand, und spétestens bei v = —1 ist der
exakte Grundzustand (Néelzustand in y-Richtung) schliefllich orthogonal zum Modell-
zustand, und die CCM kann nicht mehr funktionieren. Das kann innerhalb der CCM
auch zum Auftreten von Endpunkten der Konvergenz fithren (in der Abb. 3.1 durch
kleine Quadrate gekennzeichnet). Ab diesen Punkten findet man keine Losungen der
Ket-Gleichungen mehr, d.h. das Newton-Verfahren, das zur Losung der Gleichungen
benutzt wird, konvergiert nicht mehr. Endpunkte der Konvergenz sind Anzeichen
fiir Phasentibergénge im System [45], und sie bedeuten, daf§ der verwendete CCM-
Modellzustand durch einen besseren ersetzt werden mufl. In diesem Fall wire das
natiirlich der Néelzustand in y-Richtung.

Die Grundzustandsenergie (s. Abb. 3.1) zeigt fiir den eindimensionalen Fall im
gesamten Parameterbereich eine gute bis sehr gute (bei hoheren CCM-Niherungen)
Ubereinstimmung mit dem exakten Resultat. Insbesondere das extrapolierte LSUBn-
Resultat stimmt auch noch fiir v = 0 (s. Tab. 3.3) auflerordentlich gut mit dem
exakten Ergebnis iiberein. Das zeigt, wie gut der Extrapolationsansatz der Energie
(3.46) hier geeignet ist.

Fiir v 2 0.2 zeigen auch die Ergebnisse fiir die Untergitter-Magnetisierung in 1D
(s. Abb. 3.2) eine sehr gute Ubereinstimmung mit den exakten Resultaten. Dieser
Vergleich fillt bei v &~ 0 (s. auch Tab. 3.3) schlecht aus. Das Versagen der CCM an
dieser Stelle soll nun ndher untersucht werden.

Bei v = 0 verschwinden die langreichweitigen Korrelationen, und die Untergitter-
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Abbildung 3.2: CCM-Resultate und exaktes Resultat der Untergitter-
Magnetisierung des eindimensionalen X'Y-Modells.

Magnetisierung wird Null. Die exakte Losung zeigt [63], daf die Korrelationsfunktion
(sgs?) (die hier die langreichweitige Ordnung beschreibt) bei v = 0 nur nach einem
Potenzgesetz (konkret (s¥s?) oc 7~1/2) mit dem Abstand r gegen Null geht. Fiir v # 0
konvergiert die Korrelationsfunktion dagegen exponentiell fiir grofie Abstande r. Das
konnte der Grund dafiir sein, dafl die CCM-Ergebnisse fiir v ~ 0 so deutlich schlech-
ter als in den anderen Bereichen sind. Zwar ist grundsatzlich zu erwarten, dafl die
CCM, die von einem geordneten Zustand (Néelzustand mit M = 1) ausgeht, einen
Quantenzustand mit geringerer magnetischer Ordnung nicht so gut beschreiben kann
wie einen Zustand, dessen Ordnung nur geringférmig von der Ordnung des Modell-
zustandes abweicht. Der entscheidende Grund fiir das Versagen der CCM bei v = 0
diirfte jedoch in dem langsamen nichtexponentiellen Abfall der Korrelationsfunktion
zu suchen sein. Das zeigen auch die Resultate fiir das J—J'-Modell (s. Kapitel 5 unten)
fiir die dimerisierte Phase. Hier gibt es eine exponentiellen Abfall der Korrelations-
funktion mit dem Abstand, und die CCM liefert gute Ergebnisse, d.h. sie zeigt (im
Gegensatz zur Situation hier) das Verschwinden der langreichweitigen Ordnung.

Es ist zu beachten, dal der mittlere quadratische Fehler der CCM-Extrapolation fiir
die Magnetisierung auch bei v = 0 noch recht gering ist (~ 107°), obwohl er generell
fiir kleinere Werte von v um viele Gréflenordnungen ansteigt (vgl. z.B. v > 0.9, Feh-
ler: < 1071%; v = 0.5, Fehler: ~ 107?).

Der Phaseniibergang, der sich exakt bei v = 0 befindet, verschiebt sich mit
SUB2+4+-LSUB4 und mit dem extrapolierten LSUBn-Ergebnis nur recht geringfiigig
(v &~ —0.1) zu negativen Werten.

Fiir den zweidimensionalen Fall (quadratisches Gitter) zeigen die CCM-Resultate
auch noch fiir den Fall ¥ = 0 (s. Tab. 3.4) eine gute Ubereinstimmung mit den
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Tabelle 3.4: Grundzustandsenergie und Untergitter-Magnetisierung des XY'-
Modells auf dem quadratischen Gitter fiir v = 0 im Vergleich zu Resultaten
der Reihenentwicklung [66]. N gibt die Anzahl der fundamentalen Konfigu-

rationen fiir eine gegebenen LSUBn-N&herung an.

Néherung Nr | E/N M
LSUB2 1| —0.540312 | 0.949634
SUB2 — | —0.546325 | 0.918953
LSUB4 10 | —0.547267 | 0.915768
LSUB6 131 | —0.548329 | 0.901357
LSUBS 2793 | —0.548616 | 0.893665
extrap. LSUBn — | —0.54892 | 0.869
Reihenentwicklung — | —0.5488 0.872

Resultaten der Reihenentwicklung [66]. Diese Aussage gilt sowohl fiir die Energie, als
auch in leicht abgeschwichter Form fiir die Magnetisierung.

Zusammenfassend 148t sich sagen, dal die CCM insgesamt gut bis sehr gut zur
Beschreibung des X'Y-Modells geeignet ist, und die CCM-Extrapolationsgesetze fiir
die Energie und die Magnetisierung aus dem Abschnitt 3.4 genaue Ergebnisse liefern
und die einzelnen LSUBn-Resultate gut fitten. Allerdings versagt die CCM bei der
Beschreibung des Ordnungsverhaltens im eindimensionalen Fall bei v ~ 0. Dieser Be-
reich ist durch einen langsamen, nichtexponentiellen Abfall der Korrelationsfunktion
gekennzeichnet. Die CCM iiberschétzt hier die langreichweitige Ordnung.
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Kapitel 4

Spinwellentheorie und andere
Methoden

Nach der CCM im vorigen Kapitel werden in diesem Kapitel weitere Methoden auf
das J—J'-Modell mit dem Hamiltonoperator (2.1) angewendet. Im Mittelpunkt steht
dabei die Spinwellentheorie, welche in verschiedenen Ordnungen und mit verschie-
denen Modellzustdnden verwendet wird (Abschnitte 4.1 bis 4.3). Desweiteren wird
eine einfache Variationsrechnung benutzt (Abschnitt 4.4) und fiir kleine Systeme eine
exakte Diagonalisierung (Abschnitt 4.5) durchgefiihrt. Alle diese Betrachtungen die-
nen der ndherungsweisen Bestimmung des Grundzustandes des J—J'-Modells, mittels
der exakten Diagonalisierung und der dimerisierten Spinwellentheorie wird auflerdem
auch noch das Energie-Gap bestimmt. Einige wichtige Ergebnisse dieses Kapitels
wurden in zwei Veroffentlichungen [52, 53] présentiert.

4.1 Lineare Spinwellentheorie

Einfithrende Bemerkungen zur Spinwellentheorie

In der Spinwellentheorie (SWT) [72, 73, 75] werden die Spinoperatoren (s*, s* =
s* +1is¥) durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren (at bzw. a) von Bosonen
ausgedriickt. Fiir die bosonischen Operatoren gilt [a,a™]_ = 1, wihrend die Vertau-
schungsrelationen der Spinoperatoren durch

[sT,s7]. =25, [s%sT]. =sT, [s%s] =—s (4.1)

gegeben sind, aulerdem gilt (s)* = s7. Fiir die Eigenfunktion |¢y,,) eines Spins vom
Betrag s gilt 82|¢g,) = s(5+1)[1em) und 87|1g,) = m|e,) mit m = —s, —s+1,...,s.
Wird |n) = |tbss—n) definiert (n beschreibt also die Abweichung des Eigenwertes von
s* von seinem Maximalwert m = s), so folgt

sT|n) =v2s+1—nynjn—1), s7|n) =+v2s —nvn+ 1n+1), s°|n) = (s—n)|n).

Wird nun |n) als bosonischer n-Teilchen-Zustand betrachtet, so erhdlt man durch
Vergleich mit a*|n) = v/n+ 1|n) und a|n) = /n|n) (fiir den Teilchenzahloperator
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n = a%a gilt njn) = n|n)) fiir die Spinoperatoren

s =s—n, st=+vV2sf(s)a, s~ =+2saTf(s) mit f(s)=\/1—-n/(2s). (4.2)

Diese sogenannte Holstein-Primakoff-Transformation [72] ist eine Darstellung der
Spinoperatoren durch Boseoperatoren, welche die Vertauschungsrelationen (4.1) der
Spinoperatoren erfiillt.

Es ist jedoch zu beachten, daf§ der Raum der Eigenfunktionen fiir einen Spin vom
Betrage s (2s+1)-dimensional ist, wihrend der Raum der Eigenfunktionen von n
unendlich-dimensional ist. Entsprechend kann es keine eins-zu-eins Korrespondenz
zwischen dem Hilbertraum fiir Spins auf dem bosonischen Hilbertraum geben. Es
gibt also einen physikalischen Unterraum mit Besetzungszahlen 0 < n < 2s und
einen unphysikalischen Unterraum mit n > 2s (der z.B. unphysikalischen Eigenwer-
ten m < —s fiir s* entspricht). Beide Unterrdume sind gegeniiber den Operatoren
(4.2) invariant, da s~ |n=2s) = 0 gilt, ein Hamiltonoperator mit diesen Operatoren
wiirde also physikalische und unphysikalische Zusténde nicht verbinden [10]. Prak-
tisch muB jedoch f(s) immer in einer Potenzreihe (nach Potenzen von 1/s)

A /\2
n n
fe)=1-5—3e (43)

entwickelt werden, die bei einer bestimmten Ordnung abgebrochen wird. In diesem
Fall gilt s~|n=2s) = 0 nicht mehr, und physikalische und unphysikalische Zusténde
werden verbunden [10]. Dennoch kann eine solche Ndherung zu guten Ergebnissen
fithren, ndmlich genau dann, wenn der Erwartungswert von n klein gegeniiber 2s ist,
d.h. bei

(n) < 2s, (4.4)

da in diesem Fall die unphysikalischen Zustinde keine grofie Rolle spielen.!

Die Entwicklung fiir f(s) fuhrt vermutlich nur zu einer asymptotischen Reihe [74],
d.h. ihre Konvergenz ist fiir s < oo nicht gesichert. Auch hier ist die Bedingung (4.4)
von Bedeutung, sie wiirde die Konvergenzeigenschaften der Reihe verbessern.

Mit der Bedingung (4.4) kann man auch verstehen, warum die SWT auch fiir den
extremen Fall s = 1/2, der in dieser Arbeit von Interesse ist, gute Ergebnisse liefern
kann. So gilt fiir das quadratische Gitter in diesem Fall (n) = 0.197 [10], was ziemlich
klein gegeniiber 2s = 1 ist.

Die Bedingung (4.4) bedeutet aber auch, dafi (wegen (s*) = s — (n)) die SWT nur
fiir Systeme mit langreichweitiger Ordnung, bei der die Quantenfluktuationen nur
eine geringe Abweichung gegeniiber dem klassischen Grundzustand bewirken, gute
Ergebnisse liefern kann [10].

Eine andere Darstellung der Spinoperatoren durch Boseoperatoren, welche die
Vertauschungsrelationen (4.1) erfiillt, ist die Dyson-Maleev-Transformation [75]

n [84] werden die Gewichte der unphysikalischen Zustéinde im SWT-Grundzustand des J;—Jo-
Modells mit Spin 1/2 untersucht. Dort wird gezeigt, daf die unphysikalischen Zutéinde eine grofiere
Bedeutung haben wenn die Untergitter-Magnetisierung m kleiner wird. Aber auch wenn diese Null

ist (im Bereich um J3/.J; = 0.5) haben die unphysikalischen Zustéinde nur ein Gewicht von rund
20%.
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(s. auch Gl (4.20) weiter unten). Hier wird die Verwendung eines Wurzelausdruckes
wie in (4.2) vermieden, die Operatoren st und s~ sind jedoch nicht zueinander ad-
jungiert, und die Transformation fiihrt somit (im Gegensatz zur Holstein-Primakoft-
Transformation) zu einem nichthermitischen Hamiltonoperator. In der Praxis ist der
Dyson-Maleev-Formalismus leichter anwendbar und fiihrt zu einem Hamiltonopera-
tor mit einer einfacheren Form. Dyson konnte fiir die Transformation (im Falle eines
Ferromagneten) zeigen [75], dai die unphysikalischen Zustinde (n > 2s) fiir sehr
kleine Temperaturen (deutlich kleiner als die Curie-Temperatur des Ferromagneten)
kaum noch eine Rolle spielen.

Die SWT fiihrt zu einem Modell wechselwirkender Bosonen, welches teilweise

leichter ndherungsweise untersucht werden kann als der urspriingliche Hamiltonope-
rator mit Spinoperatoren. Die wechselwirkenden Terme (Produkte mit mehr als zwei
Boseoperatoren) werden i.allg. mittels Storungsrechnung behandelt. Der kleine Para-
meter dieser Storungsrechnung ist proportional zu 1/s, d.h. die SWT ist eine Reihen-
entwicklung nach Potenzen von 1/s [80].2 Das gilt sowohl fiir die Holstein-Primakoff-
Transformation (wo auch f(s) nach 1/s entwickelt wird, s. (4.3)) als auch fir die
Dyson-Maleev-Transformation. Wenn man die Rechnungen konsistent bis zu einer
bestimmten Ordnung in 1/s ausfiihrt, zeigt sich [80], dal beide Transformationen
(zumindest bis einschliefllich der bis jetzt durchgefiihrten SWT in 2. Ordnung?®, in
der die Magnetisierung bis O(1/s%) entwickelt wird) letztendlich zum gleichen Ergeb-
nis fiihren.
Die Berechnungen bis zur 2. Ordnung fiir das anisotrope X X Z-Modell auf dem qua-
dratischen Gitter [80] zeigen auch fiir den Fall s = 1/2 eine gute Konvergenz der
Entwicklung. Allerdings ist es natiirlich unmoglich zu sagen, ob sich dieser Trend
auch fiir hohere Ordnungen fortsetzt, oder ob die Spinwellenentwicklung letztendlich
doch divergiert, wie man es fiir eine asymptotische Entwicklung (bei s < co) erwarten
kann. Zu bemerken ist weiter, dafl sich bei diesen Berechnungen auch keine Probleme
mit der Nichthermitizitat des Dyson-Maleev-Hamiltonoperators ergaben.

Die Spinwellentheorie wird seit vielen Jahren auf verschiedene Modelle in den ver-
schiedenen Ordnungen angewendet und stellt eine etablierte Methode fiir Spinsysteme
dar (s. z.B. Ref. [76] bis [85]).

Transformation in der lineare Spinwellentheorie
In der linearen Spinwellentheorie (LSWT) auch SWT 0. Ordnung genannt, ver-

2Tatsichlich erfolgt die Entwicklung nach Potenzen von z/(zs), wobei z die Koordinationszahl
(Zahl der nichsten Nachbarn) des Gitters ist [10]. x ist dabei vermutlich nicht einfach gleich eins (wie
hiufig angenommen wird), sondern ein komplizierterer Ausdruck der (s. auch die Entwicklung fiir
f(s) in Gl (4.3)) moglicherweise proportional zur mittleren Besetzungszahl der Bosonen ist [79]. Da
diese Besetzungszahl vom konkreten Modell abhéngt, ist es versténdlich, dafi auch der Fall s = 1/2
zu verniinftigen Ergebnissen fithren kann.

3Bemerkung zur Notation: In dieser Arbeit bezeichnet die Ordnung der SWT die Ordnung in der
Storungsrechnung, mit der die bosonischen Wechselwirkungsterme beriicksichtigt werden. 0. Ord-
nung bedeutet dann, daff diese Terme nicht beriicksichtigt werden, also die lineare SWT (LSWT). In
der Literatur wird jedoch teilweise bereits die LSWT als SWT 1. Ordnung bezeichnet, da die LSWT
sozusagen schon die erste Korrektur zum klassischen Zustand darstellt. Das muf3 beim Vergleich
beachtet werden.
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nachléssigt man die Wechselwirkungen zwischen den Bosonen. Dadurch kann der
bosonische Hamiltonoperator zwar exakt gelost werden, stellt aber nur eine starke
Néherung des urspriinglichen Spinmodells dar.

In der LSWT wird folgende Transformation fiir die Spinoperatoren durchgefiihrt (die
Dyson-Maleev-Transformation [75] und die Holstein-Primakoff-Transformation [72]
sind fiir diesen Fall identisch):

st =+2sa, s =V2sa", sf=s—ata. (4.5)

Mit dieser Transformation wird eine der drei Vertauschungsrelationen (4.1) der Spin-
operatoren nicht erfiillt, es ist namlich

[sT,s7]_ = 2s[a,a™]_ = 2s # 25"

Aufstellen des bosonischen Hamiltonoperators

In der Transformation (4.5) stellen die Bosonen als Magnonen (elementare Anregun-
gen des Spinsystems — ,,Spinwellen“) die Abweichungen vom klassischen Spinzustand
(mit Spins in z-Richtung) dar. Man muf also (dhnlich wie in der CCM) von einem
bestimmten klassischen Spinzustand ausgehen, der nach Moglichkeit bereits eine ge-
wisse Ndherung des Grundzustandes des zu untersuchenden Modells darstellen sollte.
Deshalb wird hier vom klassischen Grundzustand des J—J' Modells ausgegangen, also
von dem helixartigen Zustand, der in Abb. 2.2 dargestellt ist (zur SWT fiir einen
helixartigen Zustand s. beispielsweise [77]).

Nun gilt aber Gl. (4.5) nur fiir einen ferromagnetischen Zustand, bei dem alle Spins
in z-Richtung zeigen, d.h. nur in einem solchen Fall wiirden alle Spins mittels (4.5)
transformiert werden. Im helixartigen Zustand, der hier verwendet werden soll, ste-
hen die Spins aber in bestimmten verschiedenen Winkeln zueinander. Die Situation
ist analog zu den Betrachtungen zum CCM-Modellzustand (Abschnitt 3.2.1), und wie
dort, so miissen auch hier lokale Koordinatentransformationen angewendet werden,
damit alle Spins in eine Richtung (z-Richtung) zeigen und (4.5) benutzt werden kann.
Mit (3.14) erhélt man somit unter Verwendung von (4.5) fiir das Produkt zweier Spins
welche im Winkel ¢ zueinander stehen

(sisj), = s*cosp+ \/gsin ola; —aj +af —af) — 3s{2cos p(a] a; + a; a;)
—(cosp + 1)(a;a; + aiaj) — (cosp — 1)(a;a; + a;’a;’)} .
(4.6)
Dabei wurden Terme mit Produkten von mehr als zwei Boseoperatoren vernachléssigt,
da sie nicht zur LSWT gehoren.

Da die Elementarzelle des Gitters zwei Spins enthélt (s. auch Abb. 2.1), ist es auch
zweckmiiflig, zwei verschiedene Arten von Bosonen einzufiihren?. Jedem der beiden
Untergitter A und B wird eine Art von Bosonen zugeordnet. Fiir das Untergitter B

4Das ist deshalb sinnvoll, weil der bosonische Hamiltonoperator nur eine Naherung darstellt,
bzw. nicht exakt gelost werden kann. Durch die Verwendung zweier Bosonen wird zusétzliche In-
formation iiber das Modell in die Ndherung eingebracht. Dadurch kann die Ndherung verbessert
werden.
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werden die Boseoperatoren b mittels a; = —b; und a;r = —b;r eingefiihrt®, mit (4.6)
entsteht dann fiir zwei Spins verschiedener Untergitter, die im Winkel ¢ zueinander
stehen

(8i8j)plicajen = s°cosp + \/gsin o(a; +bj +af +b) — 35{2cos p(a; a; + b} b;)
+(cosp + 1)(a;b; + a;b)) + (cos p — 1)(a;b; + a; b))}
(4.7)
Mittels einer Fourier-Transformation

Py P——
a; = Nzk:elkmak, b = Nzk:e KR;p, (4.8)

(die Summation tiber k erfolgt iiber die N/2 Plitze der 1. Brillion-Zone des Modells)
erhélt man fiir den Hamiltonoperator des J—J'-Modells (in transformierter Form nach
Gl. (3.16)) mit (4.7) unter Verwendung des helixartigen Grundzustandes (s. Gl. (2.8))
und Abb. 2.2, mit dem charakteristischen Winkel ® = &3 nach Gl. (2.7))

N
H = —5820 + sC Z[Akakbk + Aiaibi + Bkakbirk + B{iaib_k + aiak + bibk], (49)
k

wobel

Ak = 36 [3(cos(®) + 1)1k + J'(cos(3®) + 1)7yax] ,
By = 56 [3(cos(®) — 1)y1k + J'(cos(3®) — 1)ya] ,
C' = 3cos(P) + J' cos(3P), (4.10)
Yk = % > vt = %[cos k. + 2 cos k, + isin k|,
Yo = € KPs = cos k, — isin k,
(fiir den Zusammenhang zwischen dem Winkel ¢ benachbarter Spins und ® s. auch
Gl (3.17)). Die Gl. (4.9) ist nur im thermodynamischen Limes (N — oo) korrekt,
da nur dort die Terme mit nur einem Boseoperator verschwinden. Diese Terme sind
wegen

2 : 2 N N
YIRS SIED SETREELS 5 SLPREES 3t
k P k P

i€cA p i€EA P

IN
=Y > (ai+bj+af +0f) = 32(a0+b0+a0++bo+),
P

i€A P

nur proportional zu v/ N, im Gegensatz zu den anderen Termen in (4.9), welche pro-
portional zu N sind. Es ist zu beachten, dafl die Terme mit nur einem Boseoperator

®Das negative Vorzeichen wird verwendet, damit (wenn in (4.7) der Winkel ¢ = 7 gesetzt wird)
das Ergebnis fiir den Néelzustand in der iiblichen Notation entsteht, d.h.

2 + + +
sis;| e =8 + s(aj a; + bj bj + a;b; + a; bj)
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in der Ein-Bosonen-Schreibweise (wegen by = —ag) fiir jedes N verschwinden.
Fiir den Néelzustand (¢ = 0) ergibt sich

371k + J ok
C:3+J/, Ak: W, Bk:O (411)

Diagonalisieren des bosonischen Hamiltonoperators

Die Diagonalisierung quadratischer bosonischer Operatoren wie in Gl. (4.9) ist immer
mittels einer Bogoljubow-Transformation [69] durchfiihrbar. Die Rechnung wird aber
bei einer gréfleren Anzahl von Bosonen sehr aufwendig. Obwohl hier urspriinglich nur
zwei verschiedene Bosonen (entsprechend den beiden Untergittern) eingefithrt wur-
den, zeigt eine ndhere Analyse (s. die folgende Betrachtung), dal praktisch vier ver-
schiedene Operatoren vorkommen, was eine Bogoljubow-Transformation recht kom-
pliziert machen wiirde. Deshalb soll hier die Coupled-Cluster-Methode (CCM) zur
(numerisch) exakten Diagonalisierung von (4.9) verwendet werden.

Fiir (4.9) kann man

N
H= _532C+302Hk (4.12)
k

schreiben, und die einzelnen Summanden Hy separat diagonalisieren, sofern sie fiir
verschieden k-Werte miteinander vertauschen. Es 148t sich aber leicht zeigen, daf3

[Hk, Hk/], =0 firk 7é k/, aber: [Hk, H,k], 7é 0 fiir Bk 7é 0.

Da die Summation iiber k symmetrisch um den Punkt k = (0,0) erfolgt, gibt es in
der Summe immer Paare von Hy und H_y, die nicht miteinander vertauschen. Es gilt
aber folgende Identitét

Y He=) (He+Hy)/2=) Hy; = [H,H, =0 VkK.
k k k

Die einzelnen symmetrisierten Summanden H, vertauschen also immer, und lassen
sich folglich (z.B. mit der CCM) getrennt diagonalisieren.
Es bleibt also das Problem die quadratische Form

2H1/< = Ak(akbk + Cbi—kbi_k) + Aii(altblt + CL,kb,k)
+ By (axb™y + a®y b)) + Bi(af by + a_yby) (4.13)

+ay ax + alya i + bbb + b0y

mit den vier verschieden Boseoperatoren ay, a_y, b und b_y zu diagonalisieren. Das
wurde hier fiir den Grundzustand mittels der CCM durchgefiihrt. Der Anhang B
beschreibt eine computeralgebraische Implementierung der CCM, die es erlaubt, be-
liebig komplizierte quadratische bosonische Systeme exakt zu behandeln. Wie dort
dargelegt wird, fithrt das fiir den Hamiltonoperator (4.13), welcher vier verschiedene
Boseoperatoren enthélt, zu zehn nichtlinearen gekoppelten Ket-Zustandsgleichungen.
Das Gleichungssystem wird numerisch gelost, und es zeigt sich, daf} lediglich vier
der zehn Korrelationskoeffizienten ungleich Null sind. Die numerische Analyse ergab
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konkret, dal €°|0) mit dem bosonischen Vakuumzustand |0) und mit dem Korrelati-
onsoperator des Ket-Zustandes

S = fk(altairk + bIbJ_r ) + gray b+ + hka kb

der ezakte Grundzustand von Hj ist, wobei die drei Korrelationskoeflizienten
fxs gk, hi durch das nichtlineare Gleichungssystem

Ak fxgk + Af fuhk + Bxgx + Biphke +4fc =0
Axgi + 20+ AL (L4 f2) + 2B fic =0
ALh? + 2y 4+ Ax(1 + f2) + 2By fi = 0

bestimmt werden. Die weitere numerische Analyse® ergab, daB fy reell und hy = gi
ist. Fiir die Grundzustandsenergie von Hj folgt dann (Axgx + Aj0;)/2, somit ist die
Grundzustandsenergie von (4.9) durch

N 1
b= —5320 +sC ) §[Akgk + Al (4.14)
K

gegeben. Der magnetische Ordnungsparameter ist

m=(s*) =s— (Q/N)Z<akak> =s5—(2/N) Z fkfk+gkgk (4.15)

wobei die Korrelationskoeffizienten mit Tilde zum Bra-Zustand gehoren.

Ein-Bosonen-Darstellung

Der bisher untersuchte bosonische Hamiltonoperator (4.9) stellt eine Zwei-Bosonen-
Darstellung innerhalb der LSWT fiir das J—J'-Modell dar, d.h. fiir die beiden Unter-
gitter des Modells wurden verschiedene Bosonen eingefiihrt.

In der hier kurz angegebenen Ein-Bosonen-Darstellung wird diese Unterscheidung
nicht gemacht, d.h. alle Spins des Modells werden (nach den lokalen Koordinaten-
transformationen) auf dieselbe Art (d.h. nach Gl. (4.5)) in bosonische Operatoren
transformiert und man erhélt (4.6). Ausgehend von diesem Ausdruck und unter Ver-
wendung der Fourier-Transformation”

SRS

bekommt man fiir den Hamiltonoperator (3.16) des Modells (wie bereits erwihnt,
treten Terme mit nur einem Boseoperator in der Ein-Bosonen-Darstellung nicht auf)

H = —55%C — 1sC Yy [Avaxa_x + Afafa®y + Braxay + Biayax — 2af a]

= —552C — $5C Tu[R(Aw) (axa—x + aifa’y) + 2(R(By) — 1)y ar]

6Das GLS fiihrt auf eine Gleichung 4.Grades fiir fi, dessen analytische Losung sehr kompliziert
und physikalisch wenig aussagekréiftig ist; das numerische Losen des GLS ist einfacher.

"Die Summation erfolgt jetzt iiber N Plitze im k-Raum, d.h. iiber die doppelte 1. Brillion-Zone
des Modells; die 1. Brillion-Zone allein kann nicht verwendet werden, da eine Unterscheidung der
beiden Spins in der Elementarzelle des Modells in der Ein-Bosonen-Darstellung nicht erfolgt.
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Dabei wurde z.B.

Z Akaka_k = Z(Akaka_k + A_ka_kak)/Q = Z %(Ak)aka_k
k k

k

mit A_x = Aj verwendet. Es folgt weiter
N 1 +,+ +
H = ——5"C+ 2sC 3 (1 - R(By)) [~ Di(aa i+ afaty) + 2050, (4.16)
k

R(Ax)
1—R(By)
Der Ausdruck in der eckigen Klammer kann dann leicht mit einer Bogoljubow-
Transformation [69]

mit Dy =

A = Vg — Uy, Ak = Uy — Uy (4.17)

mit

diagonalisiert werden,
N 1
= H = =7 5°C + 55C zk:(l — R(By)) [,/1 — D} (offnc+ afpa i +1) - 1] . (4.18)

Bei J' > —1/3 gibt es zwei Nullmoden im Spektrum, wohingegen es bei J' < —1/3
nur eine Nullmode (bei k = (0,0)) gibt. Grundsitzlich sollte es in der helixartigen
Phase (bei J' < —1/3) drei Nullmoden (Goldstone-Moden) geben, da hier alle drei
Rotationssymmetrien des Hamiltonoperators® im Grundzustand gebrochen sind. Der
Grund fiir die Diskrepanz diirfte in der verwendeten Nédherung liegen, und sollte bei
Beriicksichtigung der Wechselwirkung zwischen den Magnonen verschwinden.

Fiir den magnetischen Ordnungsparameter ergibt sich

1 1 1 1

m:<52>:5—ﬁz<a;{rak>:S—%zk:h)kp:s—ﬁzliﬁ—il . (4.19)
k

k

4.2 Spinwellentheorie in héheren Ordnungen fiir
die Néelphase
Wiéhrend im letzten Abschnitt die Wechselwirkung der Bosonen (Magnonen) stets

vernachléssigt wurden (Lineare Spinwellentheorie oder SWT 0. Ordnung), werden sie
hier ndherungsweise beriicksichtigt. Das erfolgt mittels Storungsrechnung und durch

8Hier sind nicht die Punktsymmetrien des Gitters gemeint, sondern die Tatsache, dafi das
Heisenberg-Modell rotationsinvariant ist.
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Umordnen der Wechselwirkungsterme in eine normalgeordnete Form (renormierte
Spinwellentheorie). Im Gegensatz zur quadratischen Form der LSWT kann man den

allgemeinen bosonischen Hamiltonoperator mit Wechselwirkung nicht exakt behan-
deln.

Allen Betrachtungen in diesem Abschnitt wurde der Néelzustand (¢ = 0) als
Ausgangspunkt fiir die Spinwellenrechnung zugrunde gelegt. Den beiden Untergittern
des J-J'-Modells werden dabei verschiedenen Bosonen zugeordnet (Zwei-Bosonen-
Darstellung).

4.2.1 Spinwellentheorie 1.0rdnung

Hier werden innerhalb der normale SW'T die Wechselwirkungsterme in 1. Ordnung
(d.h. die Entwicklung wird fiir die Magnetisierung bis O(1/s) betrachtet) mittels
Storungsrechnung behandelt.” Die Bosonisierung des Spinhamiltonoperators erfolgt
unter Verwendung der iibliche Dyson-Maleev-Transformation [75],

Untergitter A: st = +/2s (1 - @) a, s =+/2sa", s*=s—a'a
Untergitter B: st = +/2sb™ ( bﬂ’) , s =+/2sb, s =0b"b—s

fiir die Spins der beiden Untergitter. Die Dyson-Maleev-Transformation bewirkt, dafl
die Vertauschungsrelationen (4.1) der Spinoperatoren erhalten bleiben. Allerdings
wird die Relation (s7)* = s~ durch die Transformation nicht erfiillt. Das fiihrt letzt-
lich dazu, dal der Wechselwirkungsterm Vpy; des bosonischen Hamiltonoperators, und
speziell sein normalgeordneter Teil Vlgﬁ (s. unten und Anhang C) nicht hermitisch
sind.

(4.20)

Im Néelzustand sind die Spins aus dem Untergitter B um den Winkel 7 gegeniiber
denen aus A gedreht. Das ist in der entsprechenden Transformation fiir das Untergit-
ter B in Gl. (4.20) bereits beriicksichtigt. Die Spinoperatoren selber diirfen hier also
nicht auch noch rotationstransformiert werden.

Mit s;8; = s7s7 + (1/2)(si7s; + s; s7) und Gl (4.20) folgt somit fiir das Produkt
zweier Spins Verschledener Untergltter

siSj| wet = —s 4 s(a] a; + b b; + a;b; + a; b))
i€A,jeEB (421)
—afa;bib; — saf a;a;b; — —ajbjbjb

Abgesehen von den drei Wechselwirkungstermen ist das identisch mit (4.7) bei ¢ = 7.
Genau wie fiir die LSWT wird nun wieder eine Fourier-Transformation nach Gl. (4.8)
durchgefiihrt. Fiir den Hamiltonoperator des J—J'-Modells nach Gl. (2.1) folgt dann
H:E0+H0+VDM, mit
Ey=—-5s%3+J)=—-2Ns*(1—rp), mitro=(1—J)/4 (4.22)
Hy=s(3+J) Z ay ay + b by + Axaby + Apal b,
k

9Die Storungsrechnung 1. Ordnung fiir das einfache quadratische Gitter (J’ = 1) wurde erstmalig
von Oguchi [76] behandelt, in [80] wird auch noch die 2. Ordnung fiir dieses System durchgefiihrt.
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VDM = —%(3 + J/) Z A(l + 2—3— 4) [AT_ZLCL;)FGQZ?T[M
-4 : (4.23)
+3 A4a3 asaby + AQJrl 403 b3 b by

Der Ausdruck Ey + Hy entspricht der LSWT und ist damit identisch zu (4.9) bei
Verwendung des Néelzustandes (¢ = 0, also mit Gl. (4.11)). Fiir Ay nach (4.11) 148t
sich auch

1
3+ J

Ay = R T %(cos ko cosk)  (4.24)
schreiben, wobei puy der Strukturfaktor des einfachen quadratischen Gitters ist, die-
ser ist bei J' = 1 also identisch zu Ay. Die bosonische Dyson-Maleev-Wechselwirkung
wird durch Vpy in Gl (4.23) beschrieben. Dabei wurde zur Vereinfachung anstel-
le der verschiedenen k-Vektoren ki, ko usw. nur die Zahlen 1, 2 usw. geschrieben.
Die Summation erfolgt in (4.23) iiber alle vier k-Vektoren (k; bis ky), A(k) ist die
Kronecker-Funktion.

Nun wird H (aus Gl. (4.22)) einer Bogoljubow-Transformation [69]
a = uai o, e = b oy, fug] = o] =1 (4.25)

mit den (im allgemeinen) komplexen Koeffizienten uy und vy unterzogen. Durch die
Forderung, dal H, diagonal wird, also durch

kv + Afui? + Al = 0, (4.26)
1 1 1 1— \
N T \/ fip T Eake (4.27)
2 2. /1— | AP 2e5k
A* _ ikg
T = — K = k — e Foc (4.28)

Uk 1+ /1_‘Ak‘2 1—/€0+63k’

folgt

N
Hy =4 v et l) =5 B+
0 =4s Yoy an+ G+ 1) = S B+ T)s (4.20)

k
mit ege = /(1 — ) — 2k0(1 — pccos k) = (1 — ig)y/1 — [ A[2.

Es ist zu beachten, dafl die Losung fiir uy und vy nur bis auf einen irrelevanten
Phasenfaktor bestimmbar ist, der so gewéhlt wurde, dafl uy reell ist. Es ist hier aber
nicht moglich, diesen Phasenfaktor so zu wéihlen, dafl beide Bogoljubow-Koeffizienten
reell sind. Das liegt an der fehlenden Inversionssymmetrie des Modells bei J’ # 1. Mit
diesen Ergebnissen erhilt man fiir die Grundzustandsenergie und die Magnetisierung
in der SWT 0. Ordnung (also ohne Beriicksichtigung von Vpy)

1 1-
E=-25(s+1)(1—ro)N +4s ) eax, m=s+g - RO
K

Z — (4.30)

k €sk
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Da die bisherigen Betrachtungen der LSW'T entsprechen, sind diese Ergebnisse selbst-
versténdlich identisch zu denen (in Zwei-Bosonen-Darstellung) aus dem vorherigen
Abschnitt 4.1.

Das Anregungsspektrum ey ist zweifach entartet, und somit fiir die beiden Bosonen-
sorten ay und Gy gleich.

Storungstheorie 1. Ordnung
Mit der Grundzustandsenergie in 0. Ordnung (£) a8t sich nun fiir (4.22)

H=E+HY? + Vo, mit HY =453 eqosfax + G Bre) (4.31)
k

schreiben, wobei Hy, = Héo) + HSQ) (Trennung in Terme mit Null und mit zwei
normalgeordneten!® Boseoperatoren) und E = Eo+ HY" gilt (s. Gl (4.22), E ist die
klassische Grundzustandsenergie).

Nachdem HSQ) in diagonalisierter Form vorliegt, kann nun der Einflufl des boso-
nischen Wechselwirkungsterms Vpy mit der stationdren Storungsrechnung behandelt
werden, um ndherungsweise den Grundzustand von H(gQ) + Vbum zu bestimmen.

Seien die |n) die Eigenfunktionen von HéQ), d.h. (mit [,m =0,1,...)

[n) = o, -+ o B, -+ B, 10),

HP|n) = 45(egpey + - + Egty + €5ty + -+ Eston)|1) = Enln),

wobei |0) (entspricht [, m = 0) der bosonische Vakuumzustand und der Grundzustand

von H(g2) mit dem Eigenwert & = 0 ist.

Die 1. Korrektur zur Grundzustandsenergie ist (0|Vpy|0). Wenn Vpy normalge-
ordnet ist (s. Anhang C), kénnen nur die Terme ohne Boseoperatoren (mit Vé?\zl
bezeichnet) zur Korrektur beitragen, normalgeordnete Terme konnen ansonsten kei-
nen Beitrag liefern, da die Vernichtungsoperatoren in ihnen rechts von den Erzeu-
gungsoperatoren stehen, und damit immer zuerst auf |0) angewendet werden. Fiir die
Korrektur ergibt sich also

AEM = (0[Via|0) = (0[ViS]0) = Vi, (4.32)

Zusammenfassend sind die Beitrage zur Grundzustandsenergie (£) der SWT 1. Ord-
nung also durch

Ey = —2Ns*(1 — ko) klass. Anteil, Gl. (4.22)
HY = ANs[—5(1 — ko) + % Sk esk] = 4Ns(az — koa1) nach Gl (4.29)
Vi = 2N (—a2 + Koa?) nach Gl. (C.3)

gegeben (mit a; und ap nach (C.2)), damit folgt

E = E,+ H" + VD((I)\/)[ = —2N(s — a)® + 2Nko(s — ar)*. (4.33)

10zum Begriff normalgeordnet s. Anhang C
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Den Erwartungswert eines beliebigen Operators P im Grundzustand von HéQ) +
Vbum kann man nach Ordnungen des Storungsterms Vpy entwickeln,

(P) = (0|P[0) + APM 4 -
wobei fiir die Terme in 1. Ordnung (die linear in Vpyy sind)
0[Vom|n) (n|P]0) n[Vom|0) (0] P[n)

{
4.34
D P (4:34)

APY =% <

n#0

gilt. Ersetzt man P durch den Operator der Untergitter-Magnetisierung,

m=%> si=s—%> aa;=5— —Zakak
;‘EA s . i€A , (4.35)
-~ {|uk| oy o + o) BByt + (ukvkakﬁk +h.c. )}
K

so kann die 1. Korrektur zu m bestimmt werden. Damit (0|m|n) # 0ist (bei |n) # |0)),
muB |n) = o;f B;7]0) gesetzt werden, es folgt &, = 8seq und

(Olmln) = = (2/N)uwcvy,  (n|m|0) = —(2/N)uyvx.

Zu (0|Vpm|n) mit normalgeordnetem Vpy kann also nur der Teil (hier mit V' bezeich-
net) von Vi{2) beitragen, der proportional zu aj 3 bzw. zu cufy ist. Sei

V=3 (DpaiBi +he.)
-

so gilt
(0|Vphum|n) = (0]V|n) = Dy, und analog (n|Vpm|0) = Dx.

Mit (4.34) hat man dann

A — 2 Z Dyugpvx + Diugvy
N5

Y

88831(

wobei mit (s. Gl. (C.4))

D = ~day 3 [2uio + el + )| + (1= T 3o [2uonc + i 4 e
k k

schlieBlich als 1. Korrektur fiir die Magnetisierung (die proportional zu 1/s ist)

ap 1 (pac — Ko cos k) (cos ky — py) — Ko sin? k

Amtt = d 436
mn S N gi’k ? ( )
mit ag = _Ho “0(1 — i €O k) + puic(pic — cos k)
’ N k Esk

folgt. Bei J' = 1 ist Am® = 0, was auch sofort daran zu erkennen ist, daf fiir diesen
Fall die eckige Klammer des ersten Anteils von Dy identisch zu Gl. (4.26) ist, und
Dy somit verschwinden muf§ (s. auch [80]).
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Die Resultate der Magnetisierung zeigen fiir die Standard-SW'T am klassischen
Phaseniibergangspunkt J! = —1/3 eine Divergenz (besonders deutlich bei der SWT
1. Ordnung, s. Abb. 5.2a weiter unten), welche eine wichtige Motivation fiir die
Durchfithrung der folgenden renormierten SW'T war. Die Divergenz hat ihre Ursache
im Auftreten von soft lines im Spektrum der niedrigsten Energieanregungen in der
Nihe des Ubergangspunktes (also bei J' ~ —1/3). Wird eg (nach Gl. (4.29)) fiir
kleine k ~ (0,0) entwickelt, so erhélt man ndmlich

Eae A \/3/8K2(1/3 + ') + 1/8k2(3 + ).

Die Divergenz in der Magnetisierung ist bereits in Form einer logarithmischen Diver-
genz in der LSWT zu erkennen, da bei J' ~ —1/3

12 1 | 1
— ) —xIln——"7,
N 77 esx |J' 4+ 1/3]

und somit (in der LSWT) m o In|J" + 1/3] gilt. In der ersten Ordnung wird die
Divergenz dann deutlicher.

Das Auftreten von Divergenzen wie hier beim J—J'-Modell ist durchaus typisch fiir
frustrierte Systeme, so findet man es beispielsweise auch im J;—Js-Modell beim klas-
sischen Phaseniibergangspunkt J, = 1/2.J; [82].

4.2.2 Renormierte Spinwellentheorie

Die Divergenz, welche die Standard-Spinwellenreihe in erster Ordnung fiir Am(®
zeigt (s. auch Abb. 5.2a weiter unten), hat ihre Ursache, wie bei der Herleitung
von Gl. (4.36) klar wurde, in den Termen mit zwei Boseoperatoren, die nach der Nor-
malordnung aus Vpy entstehen. Um die Divergenz zu vermeiden diirfen diese Terme
nicht mittels Storungsrechnung behandelt werden. Da man quadratische bosonische
Systeme immer exakt 16sen kann, bietet es sich an, diese Terme mit den anderen
quadratischen Anteilen (aus Hy) zusammen zu diagonalisieren. Diese Vorgehensweise
fithrt zur Renormierung des Quasiteilchen-Anregungsspektrums und zu einer Um-
gruppierung der Terme der normalen Spinwellenreihe. Wahrend dort die Terme nach
Potenzen von 1/s geordnet sind, werden hier einige dieser Terme, ndmlich die, welche
aus den quadratischen Anteilen von Vpy stammen, exakt aufsummiert. Der kleine
Parameter der Storungsrechnung ist jetzt also nicht mehr proportional zu 1/s, son-
dern ein formaler Parameter A vor dem normalgeordneten Term mir vier Bosonen
(Véﬁ). Fiir das einfache quadratische Gitter (J' = 1) wurde diese Rechnung in [81]
durchgefiihrt, fir das J;—Jo-Modell in [83].

Konkret erfolgt die Umordnung der Reihe wie folgt: Die Terme Hy und Vpy
des bosonischen Hamiltonoperators in der normalen SWT (H = Ey + Hy + Vb,
s. Gl. (4.22)) werden normalgeordnet und ihre Terme nach der Anzahl der Boseope-

ratoren gruppiert (s. auch Anhang C). Mit Hy = O+ HP und GL (C.1) folgt

H=Ey+H" + V0 + B + v +vi) = B+ H® + V) (4.37)

B )
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als Ausgangspunkt der sogenannten renormierten Spinwellentheorie (RSWT)!

Zunéachst wird der bosonische Wechselwirkungsterm ng\}[ nicht berticksichtigt (RSWT
0. Ordnung). Die Bogoljubow-Koeffizienten werden so gewihlt, daf H(?) diagonali-

ren
siert wird. Dazu wird verlangt, da§ der Faktor vor oyf 3 verschwindet, also

45 (1 - 2) [2ufve + pe(ui® + v3))] (438

—s(1—=J") (1— ) [2u v + efrul? 4 e thagl } =0 '
gilt. Diese Gleichung fiir die uy, und vy unterscheidet sich von der analogen der LSWT
(Gl. (4.26)) dadurch, daB sie nicht analytisch losbar ist (a; und a héngen von den
ux und vy ab, s. Gl. (C.2)). Man erhilt eine selbskonsistente Gleichung, die iterativ
gelost werden mufl. Aufgrund formaler Analogien wird die Methode auch als Mole-

kularfeldnéiherung (, mean-field approximation®) bezeichnet.!?

Die Losung der Gl. (4.38) fithrt zu formal gleichen Ausdriicken wie bei der LSWT,
wobei aber die Bindungen renormiert werden: (1 — J') — (1 — J')Z. Die implizite
Gleichung fiir den Renormierungsfaktor Z lautet

z=""" (4.39)
S — a9
wobei
1 1 1 — py cos k, 1 1
=t N2 - =—-(1- — 4.40
ax 2+Nzk: . ) az 2( 5)+Ra1+Nzk:5k’ ( )
Z
€k = \/(1 - :U12<) - 2’%(1 — Hx COS kx); K = (1 - J/)Z = K,QZ. (441)
Damit ergibt sich fiir die Bogoljubow-Koeffizienten
1— _ iky
Uy = ﬂ7 T = % — %’ (4.42)
2ex ue (1 —k+ex)
und H(?) ist diagonalisiert,
—2a
HZ) = Z Ey(oqfax + B Bi),  Ex = 4s (1 + 2) Ek. (4.43)

Der Faktor —2as in den Anregungen Ej ist analog zu der Korrektur von Oguchi [76].
Fiir die Grundzustandsenergie und die Untergitter-Magnetisierung ergibt sich fiir die
RSWT in 0. Ordnung

1 1-
E=-2N(1—-kZ)(s—ay)? m=s+ i

Z}— (4.44)

k Ck

"Die so definierte RSWT ist auch dquivalent zu der verbesserten SWT von Takahashi [78].

2Der bosonische Wechselwirkungsterm Vpy wird durch einen wechselwirkungsfreien quadrati-
schen Anteil (ein , mittleres Feld“) angeniihert, dessen ,Stirke“ (also a; und as, s. Gl. (4.38)) sich
erst durch Lésen des so angeniherten Hamiltonoperators H (der auch a; und as enthélt) ergibt.
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Abgesehen von F und der Korrektur in Fy sind alle diese Gleichungen von der Form
her identisch mit denen der LSW'T, wobei lediglich xy durch x = kqZ ersetzt wurde.
Der Ausdruck fiir die Grundzustandsenergie E in (4.44) ist dagegen vollig identisch
mit dem entsprechenden der SWT 1. Ordnung in (4.33). Fiir J' # 1 ist jedoch der
Wert der Energie hier ein anderer, da die Koeffizienten a; und as in der RSWT fiir
diesen Fall andere Werte als in der SWT 1. Ordnung haben.

4.2.3 Renormierte Spinwellentheorie 2. Ordnung

Der Term VD(ﬁ soll nun mittels der Stérungstheorie behandelt werden. Da er normal-
geordnet ist, verschwinden die Korrekturen 1. Ordnung zur Grundzustandsenergie
und Magnetisierung. Das ist leicht einzusehen, denn fiir AE®™ bendtigt man Ter-
me ohne Bosonen, fir Am") quadratische Terme. Diese Terme wurden aber in der
RSWT bereits in der 0. Ordnung beriicksichtet, und sind in VD(?\/)I nicht mehr enthalten.
Deshalb wird gleich die Storungstheorie in 2. Ordnung behandelt.

Grundzustandsenergie
Die Korrektur 2. Ordnung der Grundzustandsenergie von H(2) + Véﬁ ist durch

ren

(0] VSl m) (n|Visyi|0)

: (4.45)

AE® = -}
n#0

gegeben, wobei |n) der Eigenzustand von H?) zum Eigenwert &, ist (dabei ist

& = 0). Der einzige Term von Vi, der (n|V{S2[0) # 0 bewirkt, ist VDo o 84 81
(s. GL. (C.5)). Damit ergibt sich als Ansatz fiir |n)

n) = (1/2)az ag 57 55'10)

(1/2 ist ein Normierungsfaktor) mit dem Eigenwert &, = E5 + Fg + E7 + Eg (mit den
Ex nach Gl (4.43)). Mit (C.5) folgt

(nIViEuI0) = 3 (=2) Si_a A +2 = 3 — VD (1234) (0] as 8- Bsari o B B 10)
= 43 (-2)A(G+6—7-8)VD(5678), und analog
(OVisuln) = 45 (=2) A5 + 6 — 7 8)V®(7856),

und damit fiir die Korrektur 2. Ordnung zur Grundzustandsenergie

V(D (1234)V®)(3412)
FEi+ FEy+ Es+ Ey

4

2
AE® = — (—) SA(1+2-3-4)
N 1-4

(4.46)

Die Vertex-Funktionen V(™ und V® sind im Anhang C definiert.

Untergitter-Magnetisierung
Eine Moglichkeit um Am®), die Korrektur 2. Ordnung zur Untergitter-Magneti-
sierung zu finden, ist die Einfiihrung eines , staggered“ magnetischen Feldes'® & [83].

13Das Feld wirkt also fiir die Spins der beiden Untergitter A und B in jeweils entgegengesetzter
Richtung.

95



Ausgehend von (4.37) ist der Hamiltonoperator mit Feld durch
H(h) = H— hNm = Ey(h) + H2 (h) + V{9 (4.47)
gegeben, wobei fiir die Untergitter-Magnetisierung m = %%(Z%A S; — 2 jen sj)

1 1

Y — [+ B ) — 20 ol B+ he)] (448)
k

2 2
m—s—ﬁg\vk\ -

gilt. Mit der neuen Basis H(2)(h) lautet die Korrektur 2. Ordnung zur Grundzustand-
senergie

(4) (4)
AE(Q)(h) _ _Z <Oh‘VDM|nl:€><nhWD1v1|0h>7 (4.49)
nh

Nh

wobei die |nj, > Eigenzustinde von H{2)(h) mit vier Bosonen sind.
Um Am® (also ohne Feld) zu bekommen, wird das Hellmann-Feynman-Theorem [49]

auf Gl. (4.47) angewendet und dann Gl. (4.49) verwendet,

10

= Am® = —— —AE® (h)|,-. 4.50

m® = AR (B (4.50)

Man benétigt also nur genau die O(h)-Terme (d.h. die Terme, die linear in A sind)

aus AE® (h), der weitere Einflul des Feldes h wirkt sich nicht auf das Ergebnis fiir

Am® aus. Im weiteren werden die Terme des Zihlers und des Nenners von GI. (4.49)

nach Potenzen von h geordnet, und dann der Quotient nach h Taylor-entwickelt, es
ist

+ bh + O(h?) a ad, b
AE® ()= -% 8 = (2B o
() %;cjtdh—i-O(h?) %; c ettt (7))
1 ad b
Am® = =S [-Z 4+ 2 ) = Am®@ + Am?. 4.51
= Am N%( 02+c> my’ + Amy, (4.51)

Die zwei Anteile, Am(? und Am,(f), rithren von den O(h)-Termen des Nenners (dh),
bzw. des Zahlers (bh) von Gl. (4.49) her.

Der Anteil Am(® 148t sich sehr einfach mittels

Eﬂm:E&+ﬂ—n%i+Omﬂ

berechnen, damit ist

Am® — 64s <1+—2a2>(1_ﬁ)z A1+2-3-4)

a e 2 “ (B, + Fy + F3 + E,)?
1 1 1 1
V(N(1234)V®) (3412 (——- -+ — ——). 4.52
x V17(1234)VE)( )ElJrEQJrEngE4 (4.52)

Fiir den zweiten Anteil (Amf)) muf der Zahler von (4.49) analysiert werden. Um
Ins), den Eigenzustand von HZ)(h) = H?) — hNm zu bestimmen, wird der Einflu

ren ren
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des Feldes (d.h. des Terms hNm) mittels Storungstheorie behandelt. Die 1. Ordnung
(Terme mit O(h)) ist dabei ausreichend, und man erhilt allgemein

mn) = n) = NS 2 p‘ p)+ O(h?)
p#n 51”

und damit speziell fiir die Korrektur zum Grundzustand (mit |n) = |0))

ulz
08) = 10) = 237 —5= 0l 510) + O(h2). (4.53)
k k

Fiir Vier-Bosonen-Zusténde |n) ist (p|m|n) nur ungleich Null, wenn [p) ein Zustand
mit zwei Bosonen (Anteil a3 von m) oder mit sechs Bosonen (Anteil oy 5,7 von m)

ist. Beide Fille kénnen nicht zu den O(h)-Termen von <0h\VDM|nh) beitragen, da fiir
sie (O|Véﬂ\p> = 0 ist. Somit gilt fiir die Zusténde |ny) mit vier Bosonen

(On|Visstnn) = (0] VSuln) + O(h?),

d.h. es ist hier nicht notwendig, die |n;) iiberhaupt in 1. Ordnung zu berechnen.
Damit 1&8t sich die Rechnung erheblich vereinfachen und man erhélt mit (4.53)

<0MV%mMNh>OuJVb 08) = (O[ViStIm) (| Vit |0)
_th %kEk ( O’VDM’n>xk<n’VDMO‘kﬂk 0) + $k<0‘@kﬁkVDM‘”> <n‘VDM’0>) +O(h?)
Kk

und daraus schlieBSlich

Ap® _ 16 A +2-3-4)

= W (1234), 4.54
b N3174E1+E2+E3+E4( ) (4.54)

2,k
mit W(1234) = V(1234 [ 3E2V<5 (3412) + %W”(?Au)}
2 3
2 2
+V®)(3412) l g” VO (1234) + “gx4v<3>(1234)] .

1 4

Bemerkungen zur Numerik

Die Ausdriicke fiir AE® und Am(® sind sechsdimensionale Integrale, da die Summe
iiber die vier k-Vektoren durch die Kronecker-Funktion zu einer Summe iiber drei
Vektoren reduziert wird, die fiir jeden Vektor iiber die zweidimensionale Brillion-Zone
des Gitters (2.1) genommen werden muf. Die Integrale wurden mit der Gaufischen
Methode (Zwei-Punkt-Formel) berechnet, wobei bis zu (2 x 20)% = 4.1Mrd. Punkte
beriicksichtigt wurden.
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4.3 Dimerisierte Spinwellentheorie

Den bisherigen Spinwellenrechnungen wurde der Néelzustand oder ein anderer klas-
sischer Spinzustand zugrunde gelegt. Die Resultate sind fiir J' > 1, also im Bereich
der Singulett-Formierung (Dimerisierung) nicht besonders gut (s. unten im Kapitel
5), da dort die Quantenfluktuationen besonders stark sind, und der klassische Grund-
zustand sehr weit vom quantenmechanischen entfernt ist, d.h. die klassische Ordnung
des Systems im quantenmechanischen Fall nicht mehr zu erkennen ist. Eine Theo-
rie, die von kleinen quantenmechanischen Abweichungen vom klassischen Zustand
ausgeht, muf in diesem Bereich versagen.

Hier wird deshalb eine Spinwellenrechnung durchgefiihrt, bei der der Valence-
Bond-Zustand, also der exakte Grundzustand des J-J'-Modells bei J' — oo, zugrun-
de gelegt wurde.

Ausgangspunkt sind die vier quantenmechanischen Eigenzustéinde eines Systems mit
zwei Spins (s; und sg). Unter Verwendung von | 1) und ||) fir die Spin-up- und
Spin-down-Zustédnde eines einzelnen Spins folgt fiir diese vier Zustédnde

1 1
= ﬁ(lm -1, i =nn 12)= E(ITU +UD), 1B =11, (4.55)

Dabei sind |0) der Singulett-Zustand und [1), |2) und |3) die Triplett-Zusténde.

Als néchstes wird eine Matrix-Darstellung eingefithrt [87, 88] und jeder der vier
Eigenzustdnde durch einen Spaltenvektor, der nur jeweils ein Element ungleich Null
enthélt, beschrieben. Man kann dann die Operatoren A;; definieren, die durch 4 x 4-
Matrizen dargestellt werden, konkret gelte mit den Eigenzustinden aus (4.55)

(" Aijl7") = 6iwdyjry = 1i) = AijlJ), (4.56)

d.h. die Operatoren wandeln die Zusténde ineinander um. Die A;; lassen sich durch
die urspriinglichen Spinoperatoren ausdriicken und héngen nichtlinear von ihnen ab,
so ist zum Beispiel

0)

1 — - z z
— 55 )(s] + 53).

—(s
\/i( 1
Es sind zusammengesetzte Operatoren, sie enthalten also Komponenten beider Ein-
zelspins. Es ldB8t sich zeigen [87, 88|, daf die A;; die folgende Pseudo-Spinalgebra
erfiillen,

Ago = Z — 8189, App = —

[Aij, Ar] - = Aadji — Akju, (4.57)
die Operatoren A;; werden deshalb auch als Pseudo-Spinoperatoren bezeichnet. Man

kann die einzelnen Spinoperatoren natiirlich auch in Abhéngigkeit von den A;; dar-
stellen, es folgt [87]

57 = %(Aoz + Ago + Ay — As) 55 = %(‘AO? — Ag + An — Ass)
§1 = %(Ago — A01 + A21 + A32) Sy = %(Am - A30 + A21 + A32) (4'58)
st = %(Aog — Ao+ Ay + Ags) sy = %(AIO — Aps + Arz + Agg).

4Eine solche Rechnung wurde fiir ein System aus zwei gekoppelten quadratischen Schichten in
[86] durchgefiihrt. Der dort verwendete Formalismus ist aber etwas anders, als der hier verwendete.
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Die Annahme, die den weiteren Betrachtungen zugrunde liegt, besteht darin, daf§ sich
die Dimerisierung der beiden Spins s; und s, besser und auf natiirlichere Weise mit
den Pseudo-Spinoperatoren beschreiben 1a3t, als mit den Einzel-Spinoperatoren.

Als néchstes soll deshalb der Hamiltonoperator (2.1) des J-J'-Modells in
Abhéngigkeit von den Pseudo-Spinoperatoren dargestellt werden. Da die Dimerisie-
rung der Spinpaare, die mit J’ koppeln, studiert werden soll, miissen fiir jedes dieser
Spinpaare die entsprechenden Operatoren A;; nach Gl. (4.58) eingesetzt werden. Aus
diesem Grunde ist es zweckméfig, im Hamiltonoperator nicht mehr iiber die Gitter-
plétze (also die einzelnen Spins) zu summieren, sondern iiber die Paare die mit J’
koppeln. Sei der Index eines solchen Paares r so folgt mit

Untergitter A: s;  — s1(r),
Untergitter B : s;y, — So(r+p—0py)
fiir den Hamiltonoperator des J-.J'-Modells

H:Z J/Sl( + Z 81 SQ 7“—|—p pJ/) . (459)
" p?ﬁpJ/

Die Zuordnung der Spins s; bzw. s, zu den Spins der Untergitter A bzw. B beinhaltet
eine Vorzeichenkonvention fiir den Singulett-Zustand |0) in (4.55) dahingehend, da8
hier das Vorzeichen von |0) (welches grundsitzlich beliebig sein konnte) fiir jedes
Spinpaar, das mit J' koppelt, gleich gewahlt wird.

Mit (4.58) ergibt sich fiir die einzelnen Terme dieses Hamiltonoperators

si(r)sz(r) = 1/4— Af,

Ss) = (AR + ARy + AL A (AT — A AL —AR)
+(Ap; — A’;O+A2+A )(A AgO+A1+A 5)
+(A%y — Apy + Aby + A%y) (Al — Ay + ATy + ALy))]

(mit r # r"). Mit diesen Ausdriicken ist Gl. (4.59) eine ezakte Darstellung des J—J'-
Modells mittels der Pseudo-Spinoperatoren A;;.

Durch eine Dyson-Maleev-Transformation [8§]

Apw =1—aia; —ajas — ad as,
00 101 2 2 303 | (4.61)
Ap = a;rAOO, Ag =a;, Ay, = al Qm; mitllm=1,2,3

kénnen die Pseudo-Spinoperatoren durch Boseoperatoren (a;", a;) ausgedriickt wer-
den. Dabei bleiben die Vertauschungsrelationen (4.57) fir die A;; erhalten. Der
Singulett-Zustand |0) aus (4.55) ist der bosonische Vakuumzustand, d.h. es ist
@;|0) = 0, die Bosonen beschreiben also die Abweichungen vom Singulett-Zustand,
welcher sozusagen der Modellzustand dieser Spinwellenrechnung ist.

Nun wird (4.60) mit (4.61) verwendet und es folgt (mit a = a;, b = ag, ¢ = a3)

si(r)so(r) = =3 +afa, +bb + e,

/ 1 + (462)
si(r)so(r) = 3 {—brbr/ —b.b + (¢, —af)(ay —ch) + h. c} v,
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wobei V' die bosonischen Wechselwirkungsterme (das sind hier Produkte mit drei bis
sechs Boseoperatoren) enthilt.

Im weiteren werden diese Wechselwirkungsterme vernachléssigt, und (4.62) eingesetzt
in Gl (4.59) ergibt den Hamiltonoperator des J-J'-Modells in einer linearen Spin-
wellennidherung. Die Magnonen (,,Spinwellen“) stellen in dieser Ndherung die Abwei-
chungen vom Valence-Bond-Zustand, dem Eigenzustand des Modells bei J' — oo,
dar.

Der Hamiltonoperator wird in der iiblichen Weise einer Fourier-Transformation

2 .
a, = \/; Ek: Xy

(und analog fiir b, und ¢,) unterzogen, es folgt

H==3NJ +> (J — iR(w))|agax + b b + ¢ ex
k (4.63)
+Ak(akc,k + af{cfk) + Bkbkbfk + Bﬁbfgbik],
mit
pEP 5
1y _1
Ay = %”k)? By = 37’*
J' = 5R(1) J = SR(w)
Mit zwei Bogoljubow-Transformationen kann der Hamiltonoperator nun diagonali-
siert werden, dabei ist konkret

afay + of ek + Ax(ae_x + af chy) = wi (oo F i +1) =1, wit = /1 — A,

> lbi b + Bibibic+ Bebibh ] — 3 [wl (B +1/2) = 1/2], wf = /1 —4|B]?,
k k

und fiir die Grundzustandsenergie folgt

e ey (e (st D)
8 - 2 2 2

Der Term —3/8N.J" ist die Energie des vollstindig dimerisierten Valence-Bond-
Zustandes, d.h. die Energie der N/2 Singuletts, die sich aus den mit J' koppelnden
Spinpaaren gebildet haben.

Fiir hinreichend grofie Werte von J’ sind die Anregungsenergien wif und w? reell
(was Stabilitdt andeutet), und es gibt ein endliches Gap in den Spektren, dessen
Minimum bei k = (0,0) liegt. Fiir diese niedrigste Energieanregung folgt

1
A= (J’ _ 5@}3(@) | =77 =3), beiJ >3 (4.65)

k=(0,0)

(gleiches Resultat mit den Anregungen der [y ). Dieses Gap verschwindet bei einem
kritischen Wert von J, = 3. Bei J' < 3 werden die Anregungen in der Ndhe von
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k = (0,0) rein imaginir, sie sind also instabil, und die Methode kann nicht mehr
verwendet werden.

Fiir das Gap nach (4.65) kann man auch A = J'\/e mit ¢ = (J' — 3)/J’ schreiben,
damit ergibt sich fiir den kritischen Exponenten von A der Wert 1/2. Das gleiche
kritische Verhalten wurde fiir ein System mit zwei kurzreichweitig gekoppelten Lieb-
Mattis-Antiferromagneten (also mit langreichweitiger Wechselwirkung innerhalb der
beiden Antiferromagnete) gefunden [22].

4.4 Einfache Variationsrechnung

Im J—J'-Modell gibt es im Gebiet starker antiferromagnetischer J’-Bindungen (J' >
1) die Tendenz zur Singulett-Formierung der mit J' koppelnden Paare von Spins.
Bei J' — oo ist schlieBllich der Grundzustand des Modells ein Valence-Bond-Zustand,
d.h. ein Produktzustand aller Singulett-Paare, die sich aus den Spins, die mit J’
wechselwirken, gebildet haben.

Mit der folgenden einfachen Variations-Wellenfunktion wird der Ubergang vom
Néelzustand zu diesem Valence-bond-Zustand durch einen Parameter beschrieben.
Der Ansatz, der in einer ahnlichen Form bereits fiir ein Spinsystem mit zwei Schichten
verwendet wurde [22], lautet konkret

var H \/H-—tQ |T lH—:B) t|lsz+:ﬁ>] (466)

€A

Die Gitterpldtze ¢ und 7 + & korrespondieren zu einer J'-Bindung, d.h. das Produkt
in GL. (4.66) wird iiber alle J'-Bindungen des J-J'-Modells genommen. Die Wellen-
funktion hingt von dem Variationsparameter ¢ ab und ist eine Interpolation zwischen
dem Valence-Bond-Zustand, welcher bei ¢t = 1 realisiert ist und dem Néelzustand bei
t = 0. Damit ist |WUy,) mit ¢ = 1 ein Eigenzustand des Modells fiir den Grenzfall
J' — o0, die Ergebnisse mit dem Ansatz (4.66) sollten also fiir groere Werte von J’
immer besser werden.

Es wird das iibliche Variationsverfahren durchgefiihrt (Ritzsches Variationsver-
fahren), d.h. der Erwartungswert (V. ,.|H|¥.,) des Hamiltonoperators (2.1) mit der
normierten Wellenfunktion |Wy,,), also

1 1 1 / 3/1—\?
AT \Ijvar H ‘Ijvar - __J,_ _J/ — S|\ 3 5
N< H P var) 8 27 142 8<1+t2>

wird in bezug auf den Parameter ¢ minimiert. Damit folgt fiir ¢ im variationellen
Grundzustand
. 1/J(3—=v9—J?) J' <3
1 J >3

In dieser variationellen Ndherung ist also die Singulett-Formierung bereits bei J > 3
vollstandig, und der Grundzustand wird ein Valence-Bond-Zustand (¢ = 1).

61



Fiir die variationelle Grundzustandsenergie, die als solche eine obere Grenze fiir die
Grundzustandsenergie des J—J'-Modells darstellt, ergibt sich entsprechend

—(J?43J+9)/24  J <3

. 4,67
—3J'/8 J >3 (467)

Evar/N - {

Der relevante Ordnungsparameter fiir die Beschreibung der Néelordnung ist durch

1/24/1 —J"?2/9 J <3
Myar = <\Ijvar|5ﬂ‘ljvar> - { / / - (468)

0 J >3

gegeben. Er zeigt ein Zusammenbrechen der Néelordnung bei einem kritischen Wert
von J, = 3 an.
Fiir J' < 3 148t sich mit ¢ = (3 — J')/J’ fiir die Energie und den Ordnungsparameter

3J  J? 1
Ep/N=—-"—"¢2 w.m=—y/(3+J)J
var/ g 51 ¢ bzw. m 5 (B+J)J'\e

schreiben. Das kritische Verhalten der Energie ist typisch fiir einen Phaseniibergang
zweiter Ordnung. Die Magnetisierung zeigt einen kritischen Exponenten von 1/2.

4.5 Exakte Diagonalisierung

Bei der Methode der exakten Diagonalisierung (ED) werden der Grundzustand und
die niedrigste Anregung kleiner Gitter des J—J'-Modells mit einer endlichen Anzahl
(N) von Spins exakt bestimmt. Da die ED-Berechnungen nicht vom Autor dieser
Dissertation durchgefiihrt wurden,'® wird die Methode hier nur kurz skizziert (s. [89,
90] fir Einzelheiten und weitere Referenzen).

Grundsitzlich hat der Hilbertraum des Problems 2V Dimensionen, d.h. von ei-
ner Matrix dieser Dimension miissen die kleinsten Eigenwerte bestimmt werden. Fiir
den Grundzustand (i.allg. ein Singulett mit s = 0) und die niedrigste Anregung
(i.allg. ein Tripletzustand mit sy = 1) kann man sich auf den Unterraum mit s% =0
beschréanken. Damit wird die Dimension der Matrix verringert. Eine weitere Verrin-
gerung ist durch Beriicksichtigung aller moglichen Gittersymmetrien moglich. Die
kleinsten Eigenwerte der Matrix werden schliefllich mit dem Lanczos-Algorithmus
bestimmt.

Unter Verwendung von periodischen Randbedingungen werden endliche Gitter mit
einer quadratischen Form mit N = 16, 18, 20,26 und 32 Spins exakt diagonalisiert
(s. auch Tab. 4.1). Unter Verwendung von Skalierungsgesetzen (,,finite-size scaling)
fiir das quadratische Gitter [91, 92] werden die Ergebnisse fiir die endlichen Gitter auf
das unendliche System extrapoliert. Die dafiir verwendeten Skalierungsgesetze sind
fiir die Grundzustandsenergie

E/N = E,/N + const x N7/, (4.69)

5Die Ergebnisse der ED-Berechnungen wurdem dem Autor von J. Schulenburg zur Verfiigung
gestellt.
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Tabelle 4.1: Die Randvektoren (,,edge-vectors®) der einzelnen Gitter, die hier
bei der exakten Diagonalisierung verwendeten werden. Die Notation und wei-
tere Einzelheiten sind in [90] beschrieben.

Bezeichnung Randvektoren

C16q0 {(4,0),(0,4)}
C18t3 {(3,3),(=3,3)}
C20d4 {(4,2), (~2,4)}
C26h5 {(5,1),(-1,5)}
C32q4 {(4,4), (—4,4)}

fiir die Untergitter-Magnetisierung M(oco) wird der antiferromagnetische Struktur-
faktor M2 extrapoliert,

M? !

s N2 (_1)i+j<sisj> = ]\/[3(00)2 + const x N~1/2 (4.70)
4,3

und fiir die Energieliicke (gap) zwischen der Energie der niedrigsten Anregung und
der des Grundzustandes gilt

A = A +const x N7t (4.71)
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Kapitel 5

Resultate und Vergleich

In diesem Kapitel werden die einzelnen Resultate fiir das J—J'-Modell mit dem Hamil-
tonoperator (2.1) prasentiert, die unter Verwendung der verschiedenen Methoden, die
in den vorherigen Kapiteln 3 und 4 dargestellt sind, erhalten wurden. Die Auswertung
der Ergebnisse steht dabei unter zwei Gesichtspunkten. Zum einen sollen Aussagen
iiber die Physik des J—J'-Modells getroffen werden, wobei ein besonderes Augenmerk
auf die Phaseniibergénge gelegt wird. Damit diese Aussagen moglichst verlafilich sind,
werden die Ergebnisse der verschieden Methoden verglichen. Mit diesem Vergleich sol-
len aber zum anderen auch Einschéitzungen iiber die Giite der einzelnen Methoden
in bestimmten Phasen des Modells gemacht werden.

Die Einteilung der einzelnen Abschnitte dieses Kapitels erfolgt nach dem Wert des
Modellparameters J’ und damit nach den unterschiedlichen physikalischen Prozessen,
die im Modell auftreten.

5.1 J' >0 — Bildung von lokalen Singuletts

In diesem Bereich gibt es keine Frustration, da beide Arten von néchsten-Nachbar-
Bindungen im Gitter antiferromagnetisch sind. Es kommt jedoch (konkret bei J' > 1)
zur Bildung von lokalen Singuletts zwischen den Spins, die mit J’ koppeln, und damit
zur Zerstorung der langreichweitigen Néelordnung.

5.1.1 Phaseniibergang zur dimerisierten Phase

Das einfache quadratische Gitter (d.h. bei J' = 1) zeigt langreichweitige Néel-artige
Ordnung im quantenmechanischen Grundzustand. Diese Ordnung bleibt zunéchst
auch fiir groBeres J' bestehen, schliefllich gibt es aber (mit allen verwendeten Me-
thoden) klare Anzeichen fiir einen Phaseniibergang zweiter Ordnung zu einer unge-
ordneten dimerisierten Phase. Der Ubergang findet bei einem bestimmten kritischen
Wert von J', der hier mit J. bezeichnet wird, statt. Fiir J' > J, ist die Néel-artige
langreichweitige Ordnung zerstort, d.h. die Untergitter-Magnetisierung m, die diese
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Ordnung beschreibt, ist gleich Null.

Untergitter-Magnetisierung

Der Wert von J’, an dem die Magnetisierung m(J") Null wird, ist also genau der Pha-
seniibergangspunkt J!. Die auf diese Weise (mit den einzelnen Methoden) erhaltenen
Werte von J. sind in Tab. 5.1 angegeben. Dabei zeigen sich groe Unterschiede, insbe-
sondere in den verschiedenen Ordnungen der Standard-Spinwellennéherungen (SWT,
RSWT) und zwischen diesen Spinwellen-Ergebnissen einerseits und den Resultaten
der weiteren Methoden andererseits.

Tabelle 5.1: Untergitter-Magnetisierung m des J—J'-Modells bei verschiedenen
Werten von J' und kritischer Wert J! (Phaseniibergangspunkt zur dimerisierten
Phase); Vergleich der Resultate der einzelnen Methoden (in unterschiedlichen
Néherungsordnungen).

m bei

Methode J=1 J=2 J=3|J]
LSWT 1Bos? | 0.3034 0.2978 0.2871 | 58
LSWT 0.3034 0.2872 0.2568 | 10.6
SWT 1.0rd 0.3034 0.2826 0.2367 | 6.8
RSWT 0.0rd | 0.3034 0.2824 0.2331 | 5.7
RSWT 2.0rd | 0.3056 0.2808 0.2197 | 5.0
LSUB2 0.4207 0.4000 0.3545 | —
SUB2 0.4135 0.3934 0.3488 | —
LSUB4 0.3824 0.3528 0.2752 | —
LSUBG6 0.3636  0.3298 0.2268 | —
LSUBS8 0.3524 0.3160 0.1913 | -
LSUB2-8% 0.3154 0.2706 0.0799 | 3.41
LSUB4-8% 0.3114 0.2654 0.0396 | 3.16
Variation 0.4714 0.3727 0.0 3.0
Dimer-SWT | — — — 3.0
ED 0.2761 0.2244 0.0 2.45

1) Ein-Bosonen-Darstellung, alle anderen Spinwellenniherungen in Zwei-Bosonen-Darstellung
2) extrapolierte CCM-LSUBn-Resultate mit n = 2,4,6,8 (LSUB2-8) bzw. mit n = 4,6,8

(LSUB4-8)

Die Abschéatzung fiir J. unter Verwendung der vier extrapolierten CCM-LSUBnR-
Resultate fiir m (s. Gl (3.36)) mit n = 2,4,6,8 (s. auch Abb. 5.1) ist J. ~ 3.41
(LSUB2-8 in Tab. 5.1). Werden dagegen nur die drei LSUBn-Né&herungen mit n =
4,6,8 verwendet (LSUB4-8 in Tab. 5.1), so erhélt man J, ~ 3.16. Das 148t vermuten,
daB der wirkliche Wert noch etwas kleiner ist.

Fiir die einzelnen LSUBn-Néherungen (und SUB2') ist der Ordnungsparameter

1Es ist bemerkenswert, da3 die SUB2, welche alle Konfigurationen von zwei Spins in beliebigem
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fiir alle Werte J' > 0 goBler Null (sein Wert geht aber fiir grofie J” asymptotisch gegen
Null), d.h. es gibt insofern keine Anzeichen fiir einen Phaseniibergang. Um das besser
zu verstehen, mufl etwas dariiber gesagt werden, wie Phaseniibergiinge in der CCM
entstehen.

Bei dieser Methode gibt es stets einen endlichen Uberlapp zwischen dem Modellzu-
stand |®) und dem CCM-Grundzustand des Systems |¥), d.h. wenn mit dieser Metho-
de der ezakte Grundzustand bestimmt werden soll (i.allg. unméglich, da der Korrela-
tionsoperator S dann nicht angenéhert werden kann), dann darf |®) zu diesem nicht
orthogonal sein. Fiir praktische Rechnungen mit approximiertem S (z.B. LSUBn)
ist es dagegen fiir gute Resultate nicht a priori notwendig, dafl es einen endlichen
Uberlapp zwischen dem Modellzustand und dem exakten Grundzustand gibt,? der
Modellzustand darf nur nicht zu schlecht sein. Der Modellzustand ist offensichtlich
dann zu schlecht, wenn die CCM-Gleichungen zu unphysikalischen Loésungen fithren
(hier z.B. m < 0 oder m > 1/2) und insbesondere, wenn sie nicht mehr konvergieren.?
Wenn ein solches Verhalten bei der Verdnderung eines Systemparameters auftritt, ist
das in der CCM ein Anzeichen dafiir, dafl bei diesem bestimmten Wert des Parame-
ters ein Phaseniibergang im realen System auftritt [45].

Im frustrierten Bereich (J' < 0) tritt bei Verwendung des Néel-Modellzustandes fiir
Werte von J' unterhalb eines bestimmten kritischen Wertes (der kleiner als J! ist,
s. auch Abschnitt 5.3.2 weiter unten) genau dieser Fall ein, d.h. die CCM-Gleichungen
haben unphysikalische Losungen, und konvergieren schliellich nicht mehr. Wird der
Néelzustand durch einen besseren Modellzustand (den helixartigen mit ¢ # 0, kon-
kret ® = &y gyp,) ersetzt, konvergieren die Gleichungen wieder.

Fir J° > 0 konvergieren die CCM-Gleichungen immer (und haben physikalische
Losungen), d.h. der Phaseniibergang zur dimerisierten Phase bei J’' = J! ist so nicht
zu erkennen. Zwar geht der Uberlapp zwischen dem Néelzustand (Modellzustand)
und dem dimerisierten Zustand (dem exakten Grundzustand fir J' > J.) mit der
SystemgroBe N exponentiell gegen Null,* aber der Modellzustand wird offensichtlich
nie zu schlecht fiir die CCM.

Der Unterschied zum frustrierten Bereich konnte darin begriindet sein, da$ der Uber-
lapp zwischen dem Néelzustand und dem helixartigen Quantenzustand (dem exakten
Grundzustand dort) stérker als exponentiell mit N gegen Null geht, man also vermu-
ten konnte, daf ein Modellzustand, dessen Uberlapp mit dem exakten Zustand nicht
starker als exponentiell mit N gegen Null geht, fiir die CCM nicht zu schlecht ist.
Ein Unterschied zum frustrierten Bereich liegt jedoch auf jeden Fall darin, dafl es im
Rahmen der hier verwendeten CCM-Erzeugungsoperatoren C; (also Spinerzeugungs-
operatoren) fiir den dimerisierten Bereich keinen besseren Modellzustand gibt. Im
Rahmen dieser C; -Operatoren ist die Menge aller moglichen CCM-Modellzustinde

Abstand enthilt, nahezu die gleichen Ergebnisse fiir den langreichweitigen Ordnungsparameter wie
die LSUB2 liefert.

2Einige Grofen, die nicht so stark von der Wellenfunktion abhingen (z.B. die Grundzustands-
energie), kénnen auch mit sehr ungenauer Wellenfunktion z.T. noch sehr genau bestimmt werden.

3Das heifit hier, daB das Newton-Verfahren zur Losung der CCM-Gleichungen nicht mehr kon-
vergiert, man also keine Losungen fiir die Gleichungen finden kann.

“Der Uberlapp zwischen dem Néelzustand und dem vollstindig dimerisierten Zustand (nach
Gl. (4.66) mit t = 1) geht beispielsweise mit (1/v/2 )"/? gegen Null.
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durch alle klassischen Spinzusténde definiert, d.h. durch alle Zustdnde bei der jeder
Spin eine bestimmte wohldefinierte Quantisierungsachse hat. Fiir J' > 0 ist nun der
Néelzustand nicht nur stets der klassische Grundzustand, sondern auch immer der
optimale Modellzustand im Rahmen der hier verwendeten CCM?® (d.h. es ist immer
Prsupn = 0).

Da es nun aber fiir J' > 0 im Rahmen einer einzelnen CCM-Né&herung keinen Pha-
seniibergang gibt, kann die Untergitter-Magnetisierung m nicht Null werden. Die
Funktion m(J’) mufl ndmlich (kein Phaseniibergang) stetig in allen Ableitungen sein.
Damit kann sie nicht ab einem bestimmten kritischen J. Null sein. Wiirde m(J’)
aber (im Einklang mit den Stetigkeitsbedingungen) ab einem bestimmten Wert von
J' negativ werden, so hétte man wiederum unphysikalische Losungen (mit m < 0),
die nur auftreten, wenn der Modellzustand zu schlecht ist.

Das Resultat m > 0 fiir alle J > 0 ist also im Rahmen der CCM konsistent und be-
deutet gerade nicht, dafl die dimerisierte Phase schlecht beschrieben wird. Tatséchlich
wird m(J’) bei Annéherung an J schnell kleiner und hat ungefihr am kritischen Wert
einen Wendepunkt (bei LSUBS ist der Wendepunkt beispielsweise bei J' ~ 3), um
sich von da an asymptotisch dem Wert Null zu nihern.® Insofern kénnte man auch
aus den einzelnen CCM-Né#herungen Abschitzungen iiber J, ablesen.

Das CCM-Ergebnis fiir J! ist in Ubereinstimmung mit dem entsprechenden Re-

sultat, das unter Verwendung der Ergebnisse der exakten Diagonalisierung (ED) von
kleinen Systemen gewonnen wurde. Unter Verwendung des Extrapolationsansatzes
(4.70) fiir m erhélt man einen kritischen Wert von J. ~ 2.45. Es ist allerdings zu
beachten, dal eine hohere Genauigkeit gréflere Systeme erfordert. Das ist fiir die
Magnetisierung (und damit fiir die Abschitzung von J!) besonders wichtig, da im
Extrapolationsansatz die SystemgréSe N in der ersten Ordnung mit N~/2 eingeht,
ein Wert, der nur langsam mit wachsendem N kleiner wird.” Deshalb kann man die
ED-Resultate fiir die Magnetisierung (s. auch Abb. 5.1 und Tab. 5.1) nicht als quan-
titativ korrekt ansehen.
Die CCM- und ED-Resultate fiir das kritische J. stimmen auch mit der Abschétzung
J! ~ 2.56 aus der Reihenentwicklung [51] iiberein. Etwas iiberraschend ist, daf§ auch
das Ergebnis J, = 3 des einfachen Variationsansatzes aus Abschnitt 4.4 damit gut
ibereinstimmt. Die dimerisierte SWT liefert den gleichen Wert fiir J7.

Die Ergebnisse der Standard-SW'T fiir J, weichen z.T. sehr stark von den Ergeb-
nissen der anderen Methoden ab. Zwar zeigen die Resultate mit wachsender Néhe-
rungsordnung eine deutliche Verbesserung (s. Tab. 5.1), aber selbst das beste Ergebnis
(die renormierte SWT in 2.0rdnung) zeigt mit J. ~ 5.0 noch eine deutliche Abwei-
chung von den Resultaten der CCM, von dem Resultat der ED und von dem der

5Fiir die dimerisierte Phase gibt es natiirlich bessere Modellzustinde als den Néelzustand,
z.B. einen Singulett-Zustand, wie er auch in der dimerisierte SWT verwendet wurde. Ein solcher
Zustand erfordert jedoch andere CCM-Erzeugungsoperatoren (s. dazu [88]) als die hier verwendeten.

5In der SWT gibt es keinen Wendepunkt von m(J’), die Untergitter-Magnetisierung wird einfach
bei J' > J. negativ und wird im weiteren immer kleiner (z.B. bei J’ = 100 ist m ~ —16 bzw. m ~
—52 mit der SWT 0. bzw. 1. Ordnung).

"Die Grundzustandsenergie, fiir die £ oc N=%/2 gilt (s. auch GL (4.69)), 18t sich dagegen viel
besser durch Extrapolation der einzelnen ED-Resultate bestimmen.
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Abbildung 5.1: Magnetischer Ordnungsparameter (nach Gl. (3.36)) fir den
Grundzustand des J—J'-Modells in Abhéngigkeit von J’ in den verschiedenen
LSUBn-Naherungen mit Extrapolation. Fiir das Gebiet der Néelphase werden
die Resultate mit dem extrapolierten Resultat der exakten Diagonalisierung
(ED, s. Gl. (4.70)) verglichen. Beide Extrapolationen sind in einem Gebiet um
J' &~ —1 sehr ungenau. Deshalb werden sie dort durch einzelne Punkte (unter
Weglassung der durchgezogenen Linien) dargestellt.

Reihenentwicklung.

Das ist ein Anzeichen dafiir, daf eine Spinwellentheorie, die von einem geordneten Zu-
stand ausgeht, nur unzureichend einen Ubergang zu einer ungeordneten dimerisierten
Phase beschreiben kann. Das wird auch besonders bei der Betrachtung der Ergebnisse
fiir die Grundzustandsenergie fiir grofie J’ (also in der dimerisierten Phase, s. unten
Tab. 5.2) deutlich, welche qualitativ falsch sind. Ein &hnliches Verhalten der SWT
konnte auch fiir einen Heisenberg- Antiferromagneten mit zwei Schichten beobachtet
werden [86], wenn man die Kopplung zwischen den Schichten verstirkt, und sich das
System damit einer ungeordneten dimerisierten Phase néhert. In [86] wurde argu-
mentiert, dafl die Beschreibung mit Spinwellen aufgrund von gréfleren longitudinalen
Spinfluktuationen, die in dieser Phase auftreten, nicht funktioniert.

Energieanregungs-Gap

Ein weiteres Anzeichen fiir eine dimerisierte Phase ist das Auftreten einer Liicke A
(,Gap®) zwischen der Energie des Grundzustandes und der Energie des niedrigsten
angeregten Zustandes. Fiir einen Néel-artig langreichweitig geordneten Zustand hat
man offensichtlich ein Spektrum mit gaplosen Goldstone-Moden, wahrend fiir einen
ungeordneten Singulett-Grundzustand die Bildung einer einzelnen Triplett-Anregung
(d.h. die kleinste denkbare Anregung in einem solchen Fall) bereits einen endlichen
Energiebetrag kostet. Dieses Verhalten des Energie-Gaps findet man auch fiir das J-
J'-Modell (s. Abb. 5.3), dabei stimmen die Resultate der CCM und die der exakten
Diagonalisierung (ED) gut iiberein. Fiir J' > J. ist das Gap proportional zu J’, was
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Abbildung 5.2: Magnetischer Ordnungsparameter m des J—J'-Modells in
Abhéngigkeit von J’ bei Verwendung der Spinwellentheorie; (a) Spinwellen-
theorie in nullter Ordnung (LSWT) in Ein- und Zwei-Bosonen-Darstellung
unter Verwendung des helixartigen Grundzustandes und in erster Ordnung
(hier nur mit dem Néelzustand); (b) renormierte SWT fiir die Néelphase im
Vergleich zu den entsprechenden Resultaten der LSWT und der extrapolierten
LSUBn.

mit der Dimer-artigen Natur des Grundzustandes in diesem Bereich zu tun hat. Das
Gap offnet sich mit beiden Methoden offensichtlich im Bereich 2.5 < J. S 3.0. Das
stimmt mit den entsprechenden Resultaten fiir das kritische J, unter Verwendung der
Untergitter-Magnetisierung (s. oben) iiberein.

Die kleinen Abweichungen des Gaps vom Wert Null, welche die CCM- und die ED-
Resultate im Bereich mit langreichweitiger Ordnung (wo gaplose Anregungen erwartet
werden) zeigen, konnen als ein MaB fiir die Genauigkeit dieser Methoden und ihrer
Extrapolationsansétze interpretiert werden.

Die Resultate der dimerisierten SWT beziiglich des Gaps (s. Gl. (4.65)) stimmen
mit denen der CCM und denen der ED fiir groffere Werte von J' gut iiberein. Das
Resultat nach Gl. (4.65) konvergiert fiir J — oo gegen das exakte Resultat (A = J')
fiir die vollstandig dimerisierte Phase, wo die kleinste Anregung genau eine Singulett-
Anregung ist. Die Resultate der dimerisierten SWT zeigen fiir J' S 4 (s. Abb. 5.3)
eine deutliche Abweichung zu den Resultaten der anderen Methoden, da diese lineare
SWT, die von dem vollsténdig dimerisierten Zustand (der hier bei J' — oo exakt
ist) ausgeht, einen Bereich in (oder in unmittelbarer Néhe) der Néelphase nicht gut
beschreiben kann.

Auch mittels der SWT (um den Néelzustand) konnen, falls das Spinwellenspek-
trum bekannt ist, Aussagen iiber das Gap getroffen werden. Das trifft hier auf die
LSWT und die RSWT in 0. Ordnung zu (die Stérungsrechnungen wurden in die-
ser Arbeit nur fiir den Grundzustand durchgefiihrt). Die betreffenden Anregungen
esk und Ey (s. Gl (4.29) bzw. Gl. (4.43)) haben jedoch fiir alle Werte von J' bei
k = (0,0) den Wert Null. Das bedeutet, daf diese beiden Spinwellennidherungen auch
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Abbildung 5.3: Energieliicke A zwischen der Energie der niedrigsten Anre-
gung und der Grundzustandsenergie in Abhéngigkeit von J'. Es werden die
Ergebnisse der LSUBn-Néherungen mit Exrapolation, das Resultat der exak-
ten Diagonalisierung (nach Gl. (4.71) extrapoliert) und das der dimerisierten
SWT angegeben.

fiir beliebig grofle Werte von J’ ein Gap mit dem Wert Null liefern, und ein Pha-
seniibergang zur dimerisierten Phase nicht zu erkennen ist. Auch dies spricht fiir die
Schwiiche der SWT in der dimerisierten Phase.

5.1.2 Energie und Magnetisierung im Grundzustand

Nachdem die Resultate hinsichtlich der Beschreibung des Phaseniiberganges zur di-
merisierten Phase analysiert wurden, sollen die Ergebnisse fiir die Energie und die
Untergitter-Magnetisierung im Grundzustand jetzt dariiber hinaus fiir den Bereich
J' > 0 weiter betrachtet werden.

Grundzustandsenergie

Beim Vergleich der Resultate fiir die Grundzustandsenergie findet man fiir J' > 0
eine hervorragende Ubereinstimmung zwischen den Ergebnissen der CCM und denen
der exakten Diagonalisierung (s. Abb. 5.4 und Tab. 5.2). Die Abweichung zwischen
den extrapolierten CCM-Ergebnissen (LSUB2-8 in Tab. 5.2) und den extrapolierten
ED-Ergebnissen ist iiberall deutlich kleiner als 1% und in der stark dimerisierten
Phase (z.B. bei J' = 100) praktisch nicht mehr vorhanden.

Erwartungsgeméf ist fiir grofle J' die Dimer-Spinwellentheorie besonders gut, da sie
von dem vollstdndig dimerisierten Valence-Bond-Zustand ausgeht. So liefert diese
Methode bereits bei J' = 3 einen Wert, der weniger als 3% von den CCM-, bzw. ED-
Resultaten entfernt ist (und damit deutlich besser ist, als das Ergebnis der renormier-
ten SWT in 2.0rdnung, die vom Néelzustand ausgeht), fiir J 2 5 gibt es kaum noch
Abweichungen.
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Tabelle 5.2: Grundzustandsenergie pro Platz E/N des J—J'-Modells bei ver-
schiedenen Werten von J’; Vergleich der Resultate der einzelnen Methoden (in
unterschiedlichen N#herungsordnungen).

Methode J=1 J=2 J= J'=5 J'=10 J =100
LSWT 1Bos! -0.6579 -0.8298 -1.0117* -1.3922* -2.389* -21.48*
LSWT -0.6579 -0.8442 -1.0605" -1.5445* -2.906* -32.67*
SWT 1.0rd -0.6704 -0.8665 -1.1078 -1.6785* -3.385* -44.37

RSWT 0.0rd -0.6704 -0.8669 -1.1114 -1.7021* - -
RSWT 2.0rd -0.6700 -0.8687 -1.1208  -1.7475* - -

LSUB2 -0.6483 -0.8472 -1.1066* -1.7292* -3.491* -37.14
SUB2 -0.6508 -0.8502 -1.1100 -1.7329* -3.494* -37.14
LSUB4 -0.6637 -0.8712 -1.1542 -1.8450 -3.714  -37.49
LSUB6 -0.6670 -0.8766 -1.1687 -1.8817 -3.754  -37.5013
LSUBS8 -0.6682 -0.8786 -1.1754 -1.8965 -3.763  -37.5014
LSUB2-8 -0.6697 -0.8812 -1.1829 -1.9153 -3.781  -37.49
LSUB4-8 -0.6697 -0.8811 -1.1855 -1.9172 -3.769  -37.4998
Variationsrechn. | -0.5417 -0.7917 -1.1250 -1.8750 -3.750  -37.50
Dimer-SWT - - -1.2168  -1.9179 -3.770  -37.5019
ED -0.6686 -0.8780 -1.1803 -1.9011 -3.762  -37.5011

1) Ein-Bosonen-Darstellung, alle anderen Spinwellennéiherungen in Zwei-Bosonen-Darstellung.
* Der Wert liegt um mindestens 5% iiber dem Resultat der Variationsrechnung, welches eine

obere Grenze der Energie darstellt. Er ist also deutlich zu grof.

Fiir 0 S J' < 2.5 findet man auch fiir die Ergebnisse der Spinwellenrechnung
eine sehr gute Ubereinstimmung mit den CCM- und ED-Resultaten. Die Genauig-
keit der SWT wird dabei in hoheren Ordnungen besser. Es ist zu beachten, daf die
2. Korrektur AE® zur renormierten SWT fiir J' < —0.8 und fiir J’ > 1.4 negativ
wird.® Im ganzen Parameterbereich iiberschreitet AE® nicht den Anteil von 3.5%
des Resultats der Energie in der RSWT nullter Ordnung.

Fiir J' 2 3.0 zeigen die SWT-Resultate dagegen eine signifikante Abweichung zu
den Ergebnissen der CCM und ED. Diese Spinwellen-Resultate sind fiir grofiere J’
offensichtlich schlechter, da sie {iber den entsprechenden Ergebnissen der Variations-
rechnung (s. Gl. (4.67)), die eine obere Grenze fiir die Grundzustandsenergie liefern,
liegen. Wie Tab. 5.2 zeigt, sind z.B. fiir J' = 5 alle SWT-Resultate deutlich iiber dem
Ergebnis der Variationsrechnung. Die CCM-Ergebnisse liegen im Gegensatz dazu ab
LSUBG stets unterhalb dieser oberen Grenze und fiir LSUB4 nur geringfiigig dariiber.
Das Versagen der SWT beginnt ungeféhr mit J' = J., also mit dem Phaseniibergang

SEine negative Korrektur 2. Ordnung AE®) (s. auch Gl. (4.45)) ist nur fiir nichthermitische

Operatoren, wie die Dyson-Maleev-Wechselwirkung Vpy (und damit auch Véﬁ) moglich, da der
Zahler von Gl. (4.45) dafiir negativ werden mufl (wegen &, < 0), was fiir hermitische Operatoren
nicht moglich ist.
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zur dimerisierten Phase. Da sowohl die CCM, als auch die SWT den geordneten
Néelzustand als Ausganspunkt (Modellzustand) haben, kann man feststellen, dafl die
CCM viel besser als die SWT in der Lage ist, den Ubergang zu dem rotationsin-
varianten ungeordneten Zustand, bzw. auch zu dem komplett dimerisierten Zustand
(dargestellt durch die Variations-Wellenfunktion in Gl. (4.66) mit ¢ = 1) zu beschrei-
ben. Bemerkenswert ist dabei, dafl sogar die einfachste CCM-Néaherung (LSUB2) das
richtige asymptotische Ergebnis fiir die Energie (d.h. Gl. (4.67)) fiir sehr grofie Werte
von J' liefert (s. auch den Fall J' = 100 in Tab. 5.2). Die SWT liefert dagegen in
diesem Bereich in allen verfiigharen Ordnungen® ein qualitativ falsches Resultat.

E/N

E extrapolierte LSUBn\' “;
—13F LSWT =

- —— RSWT 2.0rd :
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Abbildung 5.4: Grundzustandsenergie des J—J'-Modells in Abhéngigkeit von J’
mit den extrapolierten CCM-LSUBn-Naherungen im Vergleich zu den Resul-
taten der linearen SWT, der renormierten SWT in zweiter Ordnung (letztere
nur fiir die Néelphase) und dem Ergebnis der exakten Diagonalisierung (nach

Gl. (4.69) extrapoliert).

Untergitter-Magnetisierung

Die extrapolierten Resultate der CCM (LSUB2-8) fiir die Untergitter-Magnetisierung
m sind in der langreichweitig geordneten Phase (bei J' < J!) deutlich grofler als
die entsprechenden ED-Resultate (s. Abb. 5.1 und Tab. 5.1). Wie bereits bei der
Abschéitzung von J. erdrtert wurde, ist das in dem ED-Extrapolationsansatz (mit
m oc N~'/2) begriindet.

Dagegen gibt es fiir J' S 2 zwischen diesem CCM-Resultat und den Resultaten der
Spinwellentheorie eine recht gute Ubereinstimmung (s. auch Abb. 5.2b). Die Ergebnis-
se der verschiedenen Ordnungen der SWT weichen hier nur geringfiigig voneinander
ab, wobei das Resultat der hochsten Ordnung (RSWT 2. Ordnung) i.allg. dem CCM-

9Die renormierte SWT 148t sich fiir J’ 2 6.5 nicht durchfiihren, da die Gleichung (4.39) fiir den
Renormierungsfaktor Z dann keine Losung mehr hat. Dabei ist zu bemerken, dafl die RSWT bereits
schon fiir etwas kleinere Werte von J’ mit m < 0 unphysikalische Losungen liefert. Die Tatsache, dafl
sich die Renormierung schliellich nicht mehr durchfithren 148t, ist somit physikalisch ohne Relevanz.
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Resultat am néchsten kommt. Im Fall des einfachen quadratischen Gitters (J' = 1)
bewirkt die SWT in erster Ordnung keine Verédnderung des Resultates gegeniiber der
LSWT, und die renormierte SWT in zweiter Ordnung nur eine sehr geringe.'°

Bei J' 2 2 sind die Abweichungen zwischen der CCM und der SWT sehr groff, und
die SWT wird sehr schlecht. Die Abb. 5.2b zeigt aulerdem sehr deutlich, dafl die Ab-
weichungen zwischen den einzelnen SWT-Resultaten mit wachsendem J' > 1 grofler
werden. Auch das ist ein Hinweis darauf, dafl die allgemein bekannte Genauigkeit der
SWT (und auch bereits der linearen SWT) bei J’ = 1, welche in ihrem Ausmaf
nicht richtig verstanden wird, mit kleinerer langreichweitiger Ordnung geringer wird.
Das ist versténdlich, da die SW'T von einem geordneten Zustand ausgeht, und somit
um so schlechter wird, je schwécher die Ordnung ist. Dies wird nicht nur in der dime-
risierten Phase (wo die SWT total versagt) oder in der N#he dieser Phase deutlich,
sondern (in geringerem Ausmaf) auch in der frustrierten Phase (J’ < 0, s. weiter un-
ten). Im Gegensatz dazu ist die CCM, die von dem gleichen geordneten Zustand wie
die SWT ausgeht, sehr gut in der Lage, einen Quantenzustand mit viel schwécherer
Ordnung zu beschreiben.

Bemerkung zum Fall J' =1

Im Falle des einfachen quadratischen Gitters (J' = 1) werden die Resultate der Spin-
wellentheorie [76, 81, 83] und die der CCM [45, 62] reproduziert. Sie sind (besonders
in den hoheren Naherungsordnungen) in guter Ubereinstimmung mit den Ergebnissen
anderer Methoden (z.B. mit denen der Reihenentwicklung [93] E/N = —0.6693 und
m = 0.307).

Bemerkung zum statistischen Fehler der CCM-Extrapolation

Die Abweichungen zwischen den beiden extrapolierten LSUBn-Ergebnissen LSUB2-8
und LSUB4-8 (s. Tab. 5.1 und Tab. 5.2) konnen als ein Maf fiir die Genauigkeit der
CCM-Extrapolationsansitze fiir die Energie und die Magnetisierung (s. Abschnitt
3.4) angesehen werden. Es zeigt sich dabei, dafl diese Genauigkeit bei J' = 1 am
grofiten ist, fiir groBeres J' geringer wird und fiir sehr grofles J' (z.B. J = 100,
s. Tab. 5.2) wieder groBer wird. Diese Aussage 1a8t sich durch die Betrachtung des
mittleren quadratischen Fehlers der Extrapolation (fiir LSUB2-8) bestétigen. Dieser
Fehler ist z.B. bei der Magnetisierung fiir .J’ > 0 generell kleiner als 10~°, hat ungefiihr
bei J' = J. (also am Phaseniibergang) ein Maximum und genau bei J' = 1 ein
Minimum (= 1077). Bei J’ > J/ ist der Fehler wieder in der gleichen GroéBenordnung
wie bei J' = 1.

Insgesamt sind die Extrapolationsansétze fiir die LSUBn-Resultate also im gesamten
Bereich J' > 0 geeignet. Dagegen ist bei J' S —1.5, wo die CCM bei Verwendung des
Néel-Modellzustandes zu versagen anfiangt, der Fehler (mit diesem Modellzustand)

Ty der Ein- und Zwei-Bosonen-Darstellung bzw. in der SWT 1. Ordnung und der RSWT in
0. Ordnung sind die Resultate fiir m bei J' = 1 sowieso jeweils identisch.

"Das Ergebnis der LSWT bei J’ = 1 fiir m ist ausgesprochen gut, und sicherlich besser als das
entsprechende mit der CCM-LSUBS. Das ist etwas iiberraschend, da bei der LSUBS in einer sehr
systematischen Weise die verschiedenen Korrelationen beriicksichtigt werden. Dagegen ist die SW'T
eine Reihenentwicklung mit einem kleinen Parameter proportional zu 1/s, die im Falle der LSWT
nach dem zweiten Term (O(1/s%)) abgebrochen wird, wobei jedoch der nichste Term (O(1/s)) bei
J' =1 keinen Beitrag liefert.
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deutlicher grofler als im Bereich J' > 0.

5.2 J' =0 — Honigwaben-Gitter

Der Spezialfall des J—J'-Modells mit J' = 0 ist dquivalent zum antiferromagneti-
schen Honigwaben-Gitter (mit der Austauschwechselwirkung J = 1). Die wichtigsten
Resultate dieses Falls sind in Tab. 5.3 angegeben.

Tabelle 5.3: Grundzustandsenergie pro Platz, Untergitter-Magnetisierung und
Anregungs-Gap des J-J'-Modells bei J' = 0. Dieser Spezialfall entspricht dem
antiferromagnetischen Honigwaben-Gitter.

RSWT 2.0 | LSUB2 LSUB4 LSUB6 LSUB8 LSUB2-8 ED

E/N -0.5358 | -0.5254 -0.5397 -0.5425 -0.5435 -0.5447 | -0.5429
m 0.2779 | 0.3989 0.3542 0.3336  0.3212 0.2815 | 0.2277
gap - 1.182 0.678 0.476 - 0.02 0.06

Die extrapolierten CCM-LSUBn-Ergebnisse (mit LSUB2-8 bezeichnet) zeigen sich
in guter Ubereinstimmung mit den entsprechenden Resultaten der exakten Diagonali-
sierung (ED) und denen der Spinwellentheorie. Die mit der ED berechnete Magnetisie-
rung m ist allerdings (wie auch bei J’ > 0, s. Abb. 5.1) kleiner als das CCM-Ergebnis.
Dagegen stimmt das CCM-Resultat der Magnetisierung gut mit dem Resultat der re-
normierten SWT in zweiter Ordnung iiberein. Eine gute Ubereinstimmung gibt es
auch mit dem Resultat der Reihenentwicklung [94] (m = 0.26), nicht so gut ist sie
dagegen bei dem Ergebnis von Monte-Carlo-Rechnungen [95] (m = 0.22) und bei
dem Ergebnis einer Standard-SWT in 1. Ordnung [68] (m = 0.24).'? Es bleibt zu
erwihnen, dafl die Ergebnisse der CCM, die hier erzielt wurden, mit fritheren CCM-
Rechnungen in geringerer Ordnung [44] {ibereinstimmen.

Die verschiedenen Ordnungen der SWT zeigen leichte Abweichungen voneinan-
der, aber auch die LSWT (mit ihr folgt z.B. m = 0.243) beschreibt noch gut den
Grundzustand. Das langreichweitig geordnete unfrustrierte Honigwaben-Gitter kann
man also dhnlich gut wie das einfache quadratische Gitter mit der SWT behandeln,
die CCM ist natiirlich auch gut geeignet.

5.3 J <0 — Frustration

Bei J' < 0 ist das J-J'-Modell frustriert, da eine der vier nichsten-Nachbar-
Bindungen ferromagnetisch ist.

2Djeses SWT-Resultat stimmt nicht mit dem entsprechenden in dieser Arbeit iiberein, was auch
nicht der Fall sein mu8, da in [68] ein anderer Gitterstrukturfaktor (der des Honigwaben-Gitters)
verwendet wurde. Aus diesem Grund sind die Spinwellenreihen nicht direkt vergleichbar.
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5.3.1 Grundzustandsenergie

Fiir J/ < —2 liegen die extrapolierten ED-Resultate fiir die Energie etwas iiber den
Resultaten der CCM (s. Abb. 5.4), ein Verhalten, das in den anderen Bereichen des
Parameters J' nicht auftritt. Dieses Verhalten kann man damit begriinden, dafl sich
hier die Werte fiir die Energie der kleinen Gitter (die bei der exakten Diagonali-
sierung betrachtet werden) nicht so gut mit dem Skalierungsgesetz fiir die Energie
(s. GL. (4.69)) extrapolieren lassen, wie in den anderen Bereichen von J'. Die ,finite
size“-Effekte, also die Effekte, die durch die Randbedingungen der endlichen Gitter
verursacht werden, sind namlich fiir ein System mit einer inkommensurablen helix-
artigen Struktur grofer, als fiir Systeme mit (beispielsweise) Néelordnung oder mit
dimerisierten Spinpaaren. Somit sind die ED-Resultate hier also nicht so verlaflich,
wie fiir die anderen Parameterbereiche des J—J'-Modells. Es zeigt sich jedoch, dafl das
beste einzelne ED-Ergebnis (durch Diagonalisierung eines Gitters mit 32 Spins) nur
eine geringe Abweichungen vom CCM-Resultat hat, und zwar sowohl im frustrierten,
als auch im unfrustrierten Bereich.

Beim Vergleich der Ergebnisse fiir die Grundzustandsenergie zeigt sich fiir J' S —2
eine gute Ubereinstimmung zwischen den CCM-Ergebnissen und dem Resultat der
linearen SWT (s. Abb. 5.4). In diesem Bereich sind die Quantenfluktuationen relativ
gering (s. weiter unten), und die SWT, die von dem helixartig geordneten klassischen
Grundzustand ausgeht, ist somit gut geeignet, das System zu beschreiben. Dagegen
gibt es fiir die Energie grofiere Abweichungen in der Ndhe des Phaseniibergangspunk-
tes zwischen der Néel-artigen und der helixartigen Phase. Auch das ist versténdlich,
da hier die stdrkeren Quantenfluktuationen die klassische Ordnung fast vollstédndig
zerstoren, und die SWT (dhnlich wie in der dimerisierten Phase) bei schwicherer
magnetischer Ordnung schlechter wird.!® Die Ergebnisse sind jedoch nicht so schlecht
wie in der dimerisierten Phase.

5.3.2 Phaseniibergang zur helixartigen Phase

Im klassischen Fall bewirken die frustrierenden J’-Bindungen, dafi die Néel-Ordnung
(mit dem charakteristischen Winkel ® = 0) mit einem Phasentibergang zweiter Ord-
nung in eine helixartige Ordnung (mit ® # 0) iibergeht. Dieser Ubergang erfolgt bei
einem bestimmten kritischen Wert von J', der hier mit J. bezeichnet wird. Fiir den
klassischen Fall gilt J. = —1/3 (s. Abschnitt 2.2).

Anzeichen fiir den entsprechenden Phaseniibergangspunkt im quantenmechani-
schen Fall lassen sich auf zwei Arten gewinnen. Mit der CCM wird (fiir die einzelnen
LSUBn-Né&herungen) das kritische J! auf direkte Weise dadurch bestimmt, daf} fiir
den quantenmechanisch optimierten Winkel ®ygug,, (s. Gl. (3.49)) Prsupn(J’) # 0 ge-
rade bei J' < J! gilt (s. auch weiter unten). Das bedeutet also, dafl die Néelordnung fiir

13Ein weiterer Grund konnte sein, dafi der Spinwellenrechnung hier der klassische Grundzustand
des Modells (mit ® = @) zugrundegelegt wird, wihrend bei der CCM der quantenmechanisch
optimierte Winkel (also ® = ®,sup,, fiir LSUBn) verwendet wird. Dadurch wird die CCM-Energie
natiirlich geringer, als wenn ® = ®y; verwendet werden wiirde.

75



vvvvvvvvv LU JSL IS LI L B

4.0 FED (N=32)

Strukturfaktor
20 ©
(@] o

—_
o

Abbildung 5.5: Strukturfaktor S(k) = 2 37 jex eB BRIk (s, . 5;) im Grundzu-
stand fiir den Hamiltonoperator des J—J'-Modells (Gl. 2.1) mit 32 Spins fiir den
quantenmechanischen und den klassischen Fall. Die Néelordnung (k = (0,0))
wird im klassischen Modell fiir J' < —0.5 instabil gegeniiber der helixarti-
gen Ordnung, im quantenmechanischen Fall verschwindet sie aber erst bei
J" < —1.1. Die Néelordnung ist also in einem bestimmten Gebiet quanten-
mechanisch stabil, wo sie klassisch bereits instabil ist.

J' < J! energetisch instabil gegeniiber der helixartigen Ordnung wird. Es heifit jedoch
nicht notwendigerweise, daff die Néelordnung bereits endgiiltig zerstort ist,'* denn das
ist erst der Fall, wenn der magnetische Ordnungsparameter m des Néelzustandes (also
die Untergitter-Magnetisierung) Null wird. Der Wert von J', an dem m Null wird, ist
also i.allg. etwas kleiner als J/, kann aber selbst auch als grobe Abschéitzung fiir J!
verwendet werden, wovon bei der ED und der SWT Gebrauch gemacht wird. Mit der
CCM erkennt man beispielsweise direkt, dafl fiir eine gegebene LSUBn-Néherung die
Untergitter-Magnetisierung erst bei einem Wert von J’ Null wird, der etwas kleiner
als der mittels ®rsyp, bestimmte Wert von J! ist.

Tabelle 5.4: Phaseniibergangspunkt .J’ fiir den Ubergang zur helixartigen Pha-
se; Vergleich der Ergebnisse der verschiedenen Methoden.

LSWT RSWT 0.0r RSWT 2.0r | LSUB2 LSUB4 LSUB6 | ED

J | -0.33* -2.91% -1.2* -0.97 -1.33 -1.35 | -0.8"

* nur grobe Abschitzung, mit dem Kriterium Untergitter-Magnetisierung m(J’ = J.) =0

Die Ergebnisse fiir das kritische J! mit den einzelnen Methoden werden in Tab. 5.4
angegeben. Die lineare SWT liefert J. ~ —1/3 (s. auch Abb. 5.2a), also den klassi-

4Das wire nur der Fall, wenn es zwischen beiden geordneten Phasen eine Spinfliissigkeitsphase
gibe, was weiter unten untersucht wird.
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schen Ubergangspunkt. Das Verhalten der SWT ist fiir die hoheren Ordnungen nicht
einheitlich, mit der renormierten SWT in zweiter Ordnung erhélt man schliellich
J! ~ —1.2 (s. auch Abb. 5.2b).

—04BlE s uBa ;
E * Min. EISUB4
- v klass. Min.

—0.491 [
E/N _0501 [

-0.511

—0.526.:

Abbildung 5.6: Grundzustandsenergie des Hamiltonoperators (2.1) des J—J'-
Modells unter Verwendung einer CCM-LSUB4-Néherung in Abhéngigkeit von
dem Parameter ® des verwendeten helixartigen CCM-Modellzustandes. Die
Abhéngigkeit ist fiir einige Werte von J’ im Bereich —1.5 < J' < —1.1 angege-
ben. Bei J' S —1.1 tritt ein lokales Minimum von E(®) bei ® # 0 auf, welches
fir J/ < —1.35 schlieBlich ein globales Minimum (d.h. bei ® = ®ygyp4(J'))
wird. Damit wird das typische Szenario eines Phaseniiberganges erster Ord-
nung dargestellt. Die Pfeile (v) kennzeichnen den Wert von @y fiir die ver-
schiedenen Werte von J'.

Mit der CCM findet man Anzeichen fiir eine Verschiebung des kritischen Punk-
tes zu einem Wert J. ~ —1.35 (bei LSUBG6, s. Abb. 5.7). Die Resultate fiir den
Strukturfaktor, der fiir ein Gitter mit 32 Spins mittels exakter Diagonalisierung be-
rechnet wurde (5. Abb. 5.5), zeigen ebenfalls eine Verschiebung des Uberganges zu
stiarkeren ferromagnetischen J’-Bindungen. Beides korrespondiert mit der allgemei-
nen Vorstellung, nach der Quantenfluktuationen eine collineare Ordnung (wie die
Néelordnung) bevorzugen. Deshalb kann der geordnete Zustand im quantenmechani-
schen Fall in einem Gebiet weiterbestehen, wo er klassisch bereits instabil ist. In den
CCM-Betrachtungen erhélt man mit dem Néel-Modellzustand (¢ = 0) die minima-
le Grundzustandsenergie fiir alle Werte J' > J., wobei J. auch von der Ordnung n
der entsprechenden LSUBn-N#herung abhéngt. Fir J' < J. liegt dann ein anderes
Minimum der Energie, ndmlich eines mit ® # 0, tiefer als das Minimum bei ® = 0
(s. Abb. 5.6). Von dem Zustand mit ® # 0 wird angenommen, dafi er das quanten-
mechanische Analogon des klassischen Grundzustandes in zwei Dimensionen ist.

Es zeigt sich weiter, daB in der CCM der beschriebene Ubergang von einem Minimum
zum anderen nicht stetig, sondern sprunghaft erfolgt (s. Abb. 5.6 und Abb. 5.7). Die-
ses Verhalten ist somit nicht nur ein Anzeichen fiir einen Phaseniibergang, sondern
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auch ein Anzeichen fiir einen Phaseniibergang erster Ordnung. Damit verdndert sich
also die Natur des Phaseniiberganges aufgrund der Quantenfluktuationen. Dem Pha-

seniibergang zweiter Ordnung im klassischen Fall steht ein Phaseniibergang erster
Ordnung im Quantenfall gegeniiber.®

Eine quantenmechanische Optimierung des Modellzustandes, deren Resultate im
Falle der CCM eben beschrieben wurden, ist mit der linearen SW'T nicht mdoglich.
Bereits minimale Abweichungen des Ausgangszustandes der SW'T vom klassischen
Grundzustand (also kleine Abweichungen des charakteristischen Winkels ® vom Wert
®y) fithren dazu, daf die CCM-Gleichungen des entsprechenden bosonischen Hamil-
tonoperators keine Losungen mehr haben. Die lineare SWT liefert damit also kein
direktes Anzeichen fiir eine Verschiebung des Phaseniibergangspunktes aufgrund von
Quantenfluktuationen. Auch dies ist Ausdruck dafiir, dal sich im Rahmen der SWT
die magnetische Ordnung des Ausgangszustandes der Theorie nicht sehr stark von

der Ordnung des mit dieser Theorie bestimmten Spinwellenzustandes unterscheiden
kann.

1.0 SN SN RRRRRRRAS
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Abbildung 5.7: Der Winkel ®rsup, (welcher die Energie F(®) minimiert,
s. Gl (3.49)) in Abhéngigkeit von J' im Vergleich zum korrespondierenden
klassischen Resultat ®y (nach Gl. (2.7)). Im Quantenfall (LSUBn) wird ein
Phaseniibergang erster Ordnung gefunden (z.B. fiir LSUB6 bei J' ~ —1.35,
wo ®psup, diskontinuierlich von Null zu ungefihr 0.65 springt). Im klassischen
Fall gibt es dagegen einen Phaseniibergang zweiter Ordnung bei J' = —1/3.

5.3.3 Magnetischer Ordnungsparameter

Bei der Betrachtung des Ordnungsparameters stellt sich vor allem die Frage, ob zwi-
schen dem langreichweitig geordneten Néel-Zustand, und dem ebenfalls langreich-
weitig geordneten helixartigen Zustand (also in einem Gebiet um das kritische J!)

15 Anzeichen fiir eine solche Situation gibt es auch im eindimensionalen Ferrimagneten [19].
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eine ungeordnete Spinfliissigkeitsphase auftritt. Eine solche Situation gibt es im J;—
Jo-Modell mit frustrierenden Diagonalbindungen. LSWT- und ED-Resultate [85, 92]
sagen fiir dieses Modell eine Spinfliissigkeitsphase um Jy/J; ~ 0.5 voraus. Auch das
J-J'-Modell ist fiir J' < 0 frustriert, und es stellt sich die Frage, ob Frustration und
Quantenfluktuationen auch hier eine solche ungeordnete Phase bilden kénnen.

Die Ergebnisse der LSWT lassen das Auftreten einer solchen Phase vermuten,
da der magnetische Ordnungsparameter m fir einen kleinen Bereich um J. = —1/3
(konkret bei —0.337 S J' S —0.332) vollstindig verschwindet (s. Abb. 5.2a). Da
jedoch die SWT in hoheren Ordnungen (ebenso die CCM) deutlich andere Werte fiir
das kritische J! vorraussagen (s. Tab. 5.4), kann man auch das Ergebnis der LSWT
iiber eine Spinfliissigkeitsphase nicht als sehr sicher ansehen. Da die SWT um den
helixartigen Zustand (mit ® # 0) nicht fiir héhere Ordnungen durchgefiihrt wurde,
lassen sich mit dieser Methode auch keine weiteren Aussagen iiber das Vorhandensein
einer ungeordneten Phase treffen.

Auch mit der CCM ist das Verhalten des Ordnungsparameters (s. Abb. 5.1) im
Gebiet um J. ~ —1.35, wo mit dieser Methode der Quantenphaseniibergang er-
wartet wird, schwierig zu bestimmen. Man kann die LSUBn-Resultate nicht direkt
extrapolieren, weil der Punkt des Phaseniiberganges sich mit der Ordnung n der
LSUBn-Nédherung verschiebt (s. Abb. 5.7). Man findet deshalb auch einen grofieren
statistischen Fehler der extrapolierten Resultate im Gebiet —1.4 S J' S —1.0. Des-
halb werden in diesem Gebiet die Minima (der einzelnen LSUBn-Né&herungen) fiir m
extrapoliert, um eine Abschiatzung des Ordnungsparameters zu bekommen. Das so
erhaltene Minimum (m ~ 0.05) liegt bei J’ &~ —1.2. Die extrapolierten Resultate der
ED stimmen damit nicht besonders gut iiberein, da bei ihnen der Ordnungsparameter
bei J' &~ —0.8 Null wird. Allerdings sind diese Resultate gerade in diesem Gebiet auch
nicht besonders gut, denn aufgrund des grofien Einflusses der Randbedingungen der
endlichen Gitter kommt es zu einem grofien statistischen Fehler.

Als ein Ergebnis all dieser Schwierigkeiten ist es nicht moglich zu entscheiden,
ob die Quantenfluktuationen und die Frustration in der Lage sind, eine ungeordnete
Quantenspinfliissigkeitsphase (d.h. mit m = 0 in einer endlichen Region) zwischen
dem Néelzustand und dem helixartigen Zustand zu bilden. Allerding lassen die CCM-
Resultate vermuten, dafl es entweder keine Quantenspinfliissigkeitsphase gibt, oder
daB eine solche (wenn iiberhaupt) nur in einer sehr kleinen Region existiert.

Beim Vergleich der Resultate des Ordnungsparameters zeigt sich fiir J' S —2 eine
recht gute Ubereinstimmung zwischen den Ergebnissen der LSWT und denen der ex-
trapolierten LSUBn (z.B. bei J' = —3: m = 0.346 mit der LSWT, m = 0.333 mit der
CCM). Auch in Bezug auf den Ordnungsparameter ist die SWT also fiir J' S —2 gut
geeignet, das System zu beschreiben. Bei schwécheren ferromagnetischen Bindungen
(insbesondere bei J' & J!) beschreibt sie die magnetische Ordnung allerdings sehr
schlecht.

79



Kapitel 6

Zusammenfassung

Unter Anwendung verschiedener Methoden wurde der EinfluB von Quantenfluktua-
tionen auf das Phasendiagramm des Grundzustandes eines Spin-1/2-Heisenberg-
Antiferromagneten auf dem quadratischen Gitter mit zwei Arten von néchsten-
Nachbar-Bindungen untersucht. Das Modell dient zur Beschreibung zweier wichtiger
Mechanismen zur Zerstorung Néel-artiger Ordnung — der Frustration und der lokalen
Singulett-Bildung. Verwendet wurden vor allem die Coupled-Cluster-Methode, eine
universelle Vielteilchenmethode und die Spinwellentheorie. Beide Methoden (und be-
sonders die CCM) wurden in hohen Ordnungen angewendet. Zum Vergleich wurden
Ergebnisse der exakten Diagonalisierung herangezogen. Mittels der CCM und der ED
wurde zusétzlich das Spingap berechnet.

Es zeigte sich, dal das Phasendiagramm des Modells eine helixartige Phase, eine
Néel-artig geordnete und eine quantenmechanisch ungeordnete (dimerisierte) Phase
mit einem endlichen Spingap enthélt. Dabei gibt es offensichtlich einen Phaseniiber-
gang zweiter Ordnung von der Néelphase zur dimerisierten Phase mit einem Spingap;
im klassischen Fall gibt es an dieser Stelle keinen Phaseniibergang.

Mit der CCM wurden auflerdem Anzeichen fiir einen quantenmechanisch-induzierten
Phaseniibergang erster Ordnung zwischen der Néelphase und der helixartigen Pha-
se gefunden. Dieser Phaseniibergang ist im klassischen Fall von zweiter Ordnung. Es
wurden weiter Anzeichen gefunden, daf sich der Phaseniibergangspunkt durch Quan-
tenfluktuationen verschiebt, so dafl der collineare Néel-artige Zustand noch in einem
Gebiet weiterbesteht, wo er klassisch bereits instabil ist und durch den helixartigen
nichtcollinearen Zustand ersetzt wird.

Die Frage, ob Quantenfluktuationen und Frustration in der Lage sind, zwischen der
Néel-artigen und der helixartigen Phase eine ungeordnete Quantenspinfliissigkeits-
phase zu bilden, konnte nicht zweifelsfrei entschieden werden. Die Berechnungen mit
der CCM deuten jedoch darauf hin, dafl es keine solche Phase gibt.

Fiir das Honigwaben-Gitter, das einen Spezialfall des Modells darstellt, wurden ge-
naue CCM- und SWT-Ergebnisse in hohen Nidherungsordnungen angegeben.

Die verwendeten Nédherungsmethoden wurden einem kritischen Vergleich unter-
zogen, um Aussagen iiber ihre Eignung zur Beschreibung der verschiedenen physika-
lischen Prozesse zu machen.
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Die CCM zeigte sich zur Beschreibung aller physikalischen Prozesse im Modell gut
geeignet, d.h.; sie liefert sowohl fiir Bereiche mit nichtcollinearer Ordnung, als auch
fiir solche mit Singulett-Formierung gute Resultate. Dabei ist sie in der dimerisierten
Phase besonders genau und beschreibt auch das Spingap korrekt. Fiir diese Methode
wurde auch im gesamten Parameterbereich eine gute Ubereinstimmung mit den ED-
Resultaten gefunden.

Im Gegensatz dazu versagte die SWT in der dimerisierten Phase aufgrund der gréfle-
ren longitudinalen Spinfluktuationen, die in dieser Phase auftreten. Generell zeigte
sich, daf§ die SWT, die von einem geordneten Zustand ausgeht, in Bereichen mit
schwécherer magnetischer Ordnung schlechter ist. Die CCM, die von dem gleichen
Zustand ausgeht, ist in diesen Bereichen deutlich besser.

In der frustrierten Phase mit helixartiger nichtcollinearer Ordnung ist auch die
SWT recht gut geeignet, wobei sie auch hier mit schwécherer magnetischer Ordnung
schlechter wird. Eine quantenmechanische Optimierung des Modellzustandes, wie er
fiir die CCM durchgefiihrt wurde, ist mit der linearen SW'T nicht moglich, diese liefert
damit also kein direktes Anzeichen fiir eine Verschiebung des Phaseniibergangspunk-
tes aufgrund von Quantenfluktuationen. Auch dies ist Ausdruck dafiir, dafl sich im
Rahmen der SWT die magnetische Ordnung des Ausgangszustandes der Theorie nicht
sehr stark von der Ordnung des mit dieser Theorie bestimmten Spinwellenzustandes
unterscheiden kann.

Insgesamt 148t sich schluBifolgern, dal die CCM sehr gut zur Beschreibung der
Eigenschaften von Quantenspinsystemen geeignet ist. Sie ist nicht nur mit den eta-
blierten Methoden auf diesem Gebiet vergleichbar, sondern teilweise besser.
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Anhang A

Zur CCM fiir Spinsysteme

A.1 Algorithmus zum Erzeugen der fundamenta-
len Konfigurationen

Hier wird dargestellt wie die fundamentalen Konfigurationen erzeugt werden kénnen.
Die Methode wird am Beispiel der LSUB/-Ndiherung fiir ein quadratisches Gitter mit
voller Symmetrie! und einem Néelzustand als Modellzustand veranschaulicht.

Erzeugen aller verbundenen Konfigurationen

Zunéchst werden unter Beriicksichtigung aller Gittersymmetrien die verbundenen
Formen mit (LSUBn) bis zu n Spins erzeugt. Verbunden heifit, daff man von jedem
Spin der Konfiguration zu jedem anderen iiber néchste Nachbarn gelangen kann, ohne
freie Felder zu beriithren. Solche Objekte heiflen auch lattice animals. Sie spielen bei
Perkulations- und Zellwachstumsproblemen eine Rolle. Es gibt effektive Algorithmen
um solcher Formen mit bis zu 20 Pldtzen auf reguldren Gittern zu zdhlen, aber das
asymptotische Verhalten der Anzahl solcher Formen bei wachsender Grofle ist eine
offene kombinatorische Frage [50]. Der hier verwendete Algorithmus ist nicht effektiv,
und muf} es auch nicht sein, da man sowieso nur mit einigen tausend Konfigurationen
rechnen kann (Speicherproblem fiir die CCM-Gleichungen).

Ein wichtiges Hilfsmittel ist ein rechtwinkliges Begrenzungsdreieck [45], welches
alle moglichen Konfigurationen enthélt. Die Abb. A.1 stellt das Begrenzungdreieck
dar, da} zum Erzeugen der Konfigurationen bei LSUB4 notig ist. Alle Plétze des
Dreiecks werden numeriert, und man kann jeder Konfiguration (verbunden oder un-
verbunden) auf eineindeutige Weise einen Zahlenwert? zuordnen. In Abb. A.1 wird
an einem Beispiel dargestellt, wie dieser Zahlenwert berechnet wird.

!Das entspricht dem J-J’-Modell (2.1) mit J' = 1, also ein véllig symmetrisches quadratisches
Gitter mit vier Rotationssymmetrien (0°,90°,180°,270°) und vier Spiegelsymmetrien (x,y-Achse
und beide Diagonalen), also zusammen acht Punktsymmetrien.

2Es konnten im Beispiel (s. Abb. A.1) theoretisch alle ganzen Zahlen von 1 (Konfiguration mit
einem Spin auf Platz 0) bis 2! — 1 (Konfiguration mit 10 Spins auf den Plitzen 0 bis 9) sein. Hier
werden natiirlich nur die Konfigurationen mit bis zu vier Spins (LSUB4) betrachtet.
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Wert dieser Konfiguration: 2! + 26 4+ 27 = 194

Abbildung A.1: Beispiel fiir ein Begrenzungsdreieck auf einem quadratischen
Gitter mit der Seitenléinge n = 4. Es gibt n(n + 1)/2 Gitterplétze die hier von
0 bis 9 numeriert sind. Die Kreise kennzeichnen die Spins einer bestimmten
Konfiguration (im Beispiel ist es eine unverbundene Konfiguration mit drei
Spins), deren Zahlenwert bestimmt wird.

Vorgehensweise am Beispiel (LSUB4, quadratisches Gitter):

1. Erzeuge sukzessive alle verbundenen Formen mit bis zu 4 Spins auf dem quadrati-
schen Gitter. An diesem Punkt werden noch keine Symmetrien benutzt. Dabei geht
man rekursiv vor. Wenn man alle Formen mit n Spins hat, setzt man fiir jede dieser
Formen alle méglichen néachsten Nachbarn hinzu. Auf diese Art erhélt man schliefSlich
alle Formen mit n + 1 Spins usw.

2. Fiir jede unter 1. erzeugte Konfiguration mit bis zu 4 Spins fithrt man fiir jede
Punktsymmetrie folgende Schritte durch

e Punktsymmetrie auf Konfiguration anwenden = transformierte Konfiguration

e transformierte Konfiguration unter Beachtung der Translationssymmetrie ins
Begrenzungsdreieck verschieben

e Zahlenwert der transformierten Konfiguration ermitteln

Zu einer Konfiguration erhéilt man damit also verschiedene transformierte Konfigu-
rationen (fiir die einzelnen Punktsymmetrien). Die transformierte Konfiguration mit
dem kleinsten Zahlenwert wird dann genommen, und wenn sie noch nicht in der Liste
der bereits bekannten ist, wird sie zu dieser hinzugesetzt.
= Liste aller verbundenen Konfigurationen des Beispiels:

X X
X X X X X X X X X X X
0 1 2 3 4
X X X X X
X X X X X X X X X X X
i) 6 7 8

Die Konfigurationen sind im Beispiel mit fortlaufenden Nummern versehen.

Erzeugen aller unverbundenen Konfigurationen aus dieser Liste

Aus jeder verbundenen Konfiguration der Liste werden systematisch Spins entfernt.
Dadurch erhélt man unverbundene Konfigurationen, auf die dann (wie oben) die
Punktsymmetrien angewendet werden, die Verschiebung ins Begrenzungsdreieck er-
folgt, und schliefllich die transformierte Konfiguration mit dem kleinsten Zahlenwert
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ausgewahlt, und wenn neu, zur Liste hinzugefiigt wird. Wir erhalten im Beispiel
(Punkte ( - ) kennzeichen freie Gitterplétze ohne Spinerzeugungsoperatoren):

X X
(aus 2): - X (aus 3): X - X (aus 4): X - X
9 10 11
X X X
(aus 5): + - X - XX X - X (aus 8): X - - X X X - X
12 13 14 15 16

Damit hat man nun insgesamt 17 fundamentale Konfigurationen.?

Als letztes wird die s7-Erhaltung beriicksichtigt. So gehoren beispielsweise in der
Konfiguration Nr. 4 drei Spins zu einem und ein Spin zu dem anderen Untergitter,
und die s7-Erhaltung, die fordert, daf§ die Anzahl der Spins in beiden Untergittern
gleich ist, wird verletzt. Wie nun leicht einzusehen ist, sind nur die Koeffizienten der
Konfigurationen 1,5,6,7,8,12 und 15 von Null verschieden, die andere Koeffizienten
verschwinden. Man hat also genau sieben fundamentale Konfigurationen (fiinf ver-
bundene und zwei unverbunden) fiir die CCM in diesem Beispiel zu berticksichtigen.

Identifizierung einer Konfiguration

Nachdem alle fundamentalen Konfigurationen gefunden und in einer Liste abgespei-
chert wurden, stellt sich nun die Frage, wie spéter (bei der Berechnung der Ket-
Gleichungen, s. Anhang A.2) eine bestimmte Konfiguration der mit ihr (aufgrund
von Gittersymmetrien) identischen fundamentalen Konfiguration zugeordnet werden
kann. Dabei wird der gleiche Algorithmus verwendet, der zum Identifizieren der ver-
schiedenen fundamentalen Konfigurationen benutzt wurde. Auf die Konfiguration
werden also die Punktsymmetrien angewendet, sie wird dann (Translationssymme-
trie) in das Begrenzungsdreieck verschoben, und man erhélt einen Zahlenwert. Der
kleinste dieser Zahlenwerte (fiir die einzelnen Punktsymmetrien) wird genommen und
in der Liste der fundamentalen Konfigurationen gesucht. Ist er in der Liste enthalten,
hat man die zugehorige fundamentale Konfiguration, ist er nicht enthalten, gehort
die Konfiguration nicht zu den fundamentalen Konfigurationen der entsprechenden
LSUBn-Nédherung (und der Koeffizient der Konfiguration ist Null).

Bemerkungen zum .J—J'-Modell

Dieses Modell hat im Unterschied zum eben beschriebenen Fall eine geringere Symme-
trie. Das bewirkt eine leichte Modifikation im Algorithmus. So mufl man, aufgrund der
geringeren Translationssymmetrie (3.22) des J—J'-Modells, fiir die LSUBn-N#herung
ein Begrenzungsdreieck mit der Seitenlinge n 4+ 1 benutzen.? Dies und die geringe-

3Fiir die LSUB4 gibt es natiirlich keine unverbundenen Konfigurationen mit vier Spins, da diese
nicht auf vier aneinander angrenzenden Pldtzen liegen konnen. Solche Konfigurationen treten aber
bei hoheren LSUBn auf.

480 tritt z.B die Konfiguration X X X X zweimal in x-Richtung auf, einmal mit einer .J’-
Bindung zwischen dem 1. und 2. Spin (und 3. und 4.), und einmal (um eins verschoben) mit einer
J'-Bindung zwischen dem 2. und 3. Spin. Ein Begrenzungsdreieck der Seitenléinge 4 kann nicht beide
Konfigurationen umfassen.
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re Punktsymmetrie bewirken, dafl die verschiedenen Konfigurationen des einfachen
quadratischen Gitters (J' = 1) mehrfach auftreten kénnen, némlich in verschobener
und rotierter bzw. gespiegelter Form.

Tabelle A.1: Anzahl der verschiedenen, nicht dquivalenten (durch Verschiebun-
gen, Rotationen und Spiegelungen hervorgegangenen) Versionen der einzelnen
Konfigurationen des einfachen quadratischen Gitters (J' = 1) fiir das J—J'-
Modell mit Néelzustand als CCM-Modellzustand (alles fiir LSUB4).

X X X X X X
X X X X X X X - - X
X X X X - X

X X
3 4 1 4 3 4 3

Fiir den Néel-Modellzustand (Punktsymmetrien nach (3.23)) zeigt die Tab. A.1
in wieviel verschiedenen (symmetrisch nicht dquivalenten) Versionen die sieben Kon-
figurationen der LSUB4-Naherung des einfachen quadratischen Gitters auftreten. So
tritt z.B. die einzige LSUB2-Konfiguration ( X X ) in drei verschiedenen Versio-
nen auf, die Vektoren zwischen den beiden benachbarten Spins in ihnen sind dabei
p = {(£1,0),(0,1)} (die vierte Moglichkeit, also die Konfiguration mit p = (0, —1)
ist auch fiir das J—J'-Modell zu der Konfiguration mit p = (0,1) &quivalent). Fiir
LSUBA4 ergibt das zusammen also 22 Konfigurationen (s. auch Tab. 3.1).

A.2 Algorithmus zum Erzeugen der
Ket-Zustandsgleichungen

Berechnung von H|®) = e~ 5 He’|®) )
Der &hnlichkeitstransformierte (3.26) Hamiltonoperator H, welcher auf den Modell-
zustand |®) wirkt, ist zu berechnen.

Unter Verwendung des allgemeinen Ausdrucks fiir den Ket-Korrelationsoperator
(3.18)

S=>"3" lita---dstst - -5 = > lia)sit + > livio]si st 4+ - (A.1)

I 11129 i1 1112
und der Eigenschaften der Einzelspinoperatoren (Spin 1/2)
s|®) =0, s°P)=—-1/2|D),

und [s7,s5]_ = 45, [s7,sT]_ = —257

erhdlt man fiir die dhnlichkeitstransformierten Einzelspinoperatoren mit (3.8) [45]

st ot oz R 2 +
St =st, s =si+ Fis), 8, =s; —2Fs; — (Fy)*s). (A.2)
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Weiter konnen die Vertauschungen zwischen den Spinoperatoren und den Fj-
Operatoren (in (3.27) definiert) folgendermafen geschrieben werden [45]

[Si, Fm]— = kasga [3]:7 Fm]— = _2kasz

. (A3
(57 (Fn)?]- = 2FnGrmsi, s, (Fn)?l- = =2(Gm)?si — 4FnGrmsi, A9

wobei die Gy, durch (3.27) definiert sind. Es ist nun einfach, die einzelnen Wech-
selwirkungsterme zwischen zwei Spins zu bestimmen und auf |®) anzuwenden. An
einem Beispiel soll das dargestellt werden:

§i5% D) = sk—i-stk,)(sz + F,s.t)|®)
sisi, + siFmsth + Fipsp sz, + FiFysits))|®)
$75% + (Grmsi + Fnsi)st + Fisy 2, + FpFpsis))|®)

1/4+ Grmsi sty — 1/2F st — 1/2Fsi + FiFy,s1st)| @)

A~~~

Im folgenden werden die Resultate fiir alle Wechselwirkungsterme aus (3.14) angege-
ben. Fiir k # m gilt
55,19 = [(2G3,, + AF E, G + FRE2) s s
—(2GimF + FLF)) st — (G Fy + FRFy)si;
+Gim + FiF,)| D)
S8l ®) = (=Fhsisy + Finsi)|)

SELI0) = (—FEstsh + Fush)l®)

§p5hle) = stshlo)

55209) = (Gam + FuFu)st st — Lest — SFust, + 1]@)

SEsml®) = (Fn Sk E S~ _Sk 1)|P)

Sisml®) = (Fisysh, — 55)|2)

8.5, 1) = [(— Fk.F2 — 2F mGrm)st st + (Gum + FiFy)sy + $F2s) — $F,)|P)
8, 55|®) = [(—F2Fn — 2ExGrm)sit st + (Grm + FuFon)sh + S F2st — 1Fi]|®)

Mit (3.14) 148t sich damit (3.28) berechnen. Diese Betrachtungen gelten fiir den
allgemeinen Ket-Korrelationsoperator (A.1) und sind nicht an bestimmte Ndherungen
(z.B. LSUBn) fiir S gebunden.

Finden der einzelnen Terme der Gleichungen
Der Ausdruck e ®HeS|®) enthilt nun nur noch Terme mit Produkten von s*-
Operatoren und keine Terme mit s*- und s~ -Operatoren. Um die Ket-Gleichung

(®s; 55,55, € "He| D)

J1 ]2

der Konfiguration j;js - - jy zu erzeugen, miissen jetzt alle Terme des Ausdruckes
e 9 HeS|®) gefunden werden, bei denen die s*-Operatoren die gleichen Indizes haben
wie die Konfiguration, die Indizes miissen also gleich jijs - - - jps sein. Wegen

(D[sy 57| D) = by
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bilden genau diese Terme die Ket-Gleichung, alle anderen sind Null. In der praktischen
Implementierung werden alle Terme in (3.28) einzeln analysiert, und fiir jeden dieser
Terme werden alle seine Beitrége zur Ket-Gleichung auf systematische Weise gesucht
[45]. Die Vorgehensweise la8it sich durch konkrete Beispiele am besten verdeutlichen.

Es wird j17273j4 betrachtet, das ist eine konkrete fundamentale Konfiguration (in
LSUBn) auf dem Gitter. Um die Ket-Gleichung dieser Konfiguration zu bestimmen,
miissen die einzelnen Terme in Gl. (3.28) gesondert betrachtet werden. Einer dieser
Terme ist z.B. FF,|®) mit

FFn=> Y > (11+1)(lg+1)[ki1--~ill][mn1~-~n12]s;;-~-s;;13:1-~-sf{l2.

lil2 i1~~~’i11 ni-np,

Es mufl nun (®|s; s;,57,5;, FiFin|®) bestimmt werden. Offensichtlich kénnen dabei
nur die Terme von F} F,, beitragen, die ein Produkt von genau vier Spin-Erzeugungs-
operatoren enthalten, d.h. es muf} [; + [, = 4 gelten. Damit sind die moglichen Werte
von Iy und Iy eingeschrénkt, es ist nur (I; = 0,1y = 4), (1,3), (2,2), (3,1) und (4,0)

mit der Bedingung [y + Iy = 4 vereinbar. Fiir den Fall (I; = 1,1y = 3) gilt dann
(@155,57,57,5 Fk Fl®) = (1 + 1)l + 1) (0 ()] (K] lmingsii]

+[kjallmgijaja) + [kjsl[mjijajal + [kja] [mj1j2j3]}a (A.4)

und analog fiir die anderen Werte von [; und ly. Die Faktoren (I;!) und (l3!) entspre-
chen den moglichen Permutationen der entsprechenden Indizes.

Jetzt wird die Summation tiber die Spins des Gitters, d.h. iiber £ und m (k und
m sind néchste Nachbarn) durchgefiihrt. Dabei muf} festgestellt werden, ob die Kon-
figurationen aus (A.4) (z.B. kj; und mjsj3j4) zu den fundamentalen Konfigurationen
(der entsprechenden LSUBn-Nidherung) gehoren, und wenn das der Fall ist, welcher
fundamentalen Konfiguration sie entsprechen. Die Koeffizienten von Konfigurationen,
die nicht zu den fundamentalen Konfigurationen gehoren, sind Null und tragen somit
nicht zu den Ket-Gleichungen bei, die anderen bilden dann entsprechend die Terme
der Ket-Gleichungen. Da die fundamentalen Konfigurationen fiir LSUBn nur eine
endliche Grofle auf dem Gitter haben, gibt es auch nur eine endliche Anzahl von k-
und m-Werten bei denen (A.4) nicht verschwindet, die also zu den Ket-Gleichungen
beitragen.

Als weiteres Beispiel wird (®|s;, 57,575,857, FrFomsi s} |®) betrachtet. Hier mufl die
Vorgehensweise etwas abgewandelt werden, da auch s*-Operatoren mit den Indizes k
bzw. m vorkommen. Dadurch werden die mogliche Werte von k£ und m von vornherein
auf die Indizes j; bis j4 beschrinkt, es kann nur (k = ji,m = j2), (j1,73), (J1,J4),
(72,73)s (J2,74), (j3,ja) und den entsprechenden Umkehrungen (k = jo,m = j;)
usw. gelten. Die Summation iiber /; und Iy in FpF'm ist jetzt auf die Terme mit
l1 + Iy = 2 beschrankt. Fiir den Fall (k = j;,m = js) und (I; = 2,1y = 0) folgt dann
z.B.
(®|s: 878587 FFpstsh|®) = (I + 1) (I + 1) (11!) (L) [k s ga] [m],

J1°J2°33°ja
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analog miissen die anderen Fille betrachtet werden. Zum Schlufl miissen die Kon-
figurationen wie kj3j4 usw. den fundamentalen Konfigurationen zugeordnet werden,
wenn sie nicht zu ihnen gehoren tragen sie nicht zu den Ket-Gleichungen bei.

Zum Schluf} eine Bemerkung zur Speicherung der Ket-Gleichungen. Da die Be-

stimmung der Ket-Gleichungen z.T. lange Rechenzeiten mit dem Computer erfor-
dert, werden sie fiir das J—J'-Modell fiir jede einzelne LSUBn-Néaherung fiir den
Néel-Modellzustand (® = 0) und fiir den allgemeinen helixartigen Zustand (® # 0)
je einmal bestimmt, und dann abgespeichert. Die Losung dieser Gleichungen erfolgt
dann mit einem anderen Programm fiir die verschiedenen Werte der Parameter J’
und ¢ des Modells, bzw. des Modellzustandes.
Die Speicherung dieser Gleichungen vereinfacht sich, da sie fiir alle CCM-Né&herungen
eine Linearkombination von Produkten von maximal vier (verschiedenen oder auch
gleichen) Korrelationskoeffizienten darstellen. Das ergibt sich sofort aus Gl. (3.28),
welche nur Terme mit Produkten von hochstens vier Fj und/oder Gy, enthilt (und
die F}, und Gy, linear in den Korrelationskoeffizienten sind).5

A.3 SUB2-Niherung mit Néel-Modellzustand

Hier wird die SUB2-Néherung fir das J—J'-Modell (2.1) im Grundzustand kurz be-
handelt. Fiir weitere Einzelheiten zur SUB2-Nédherung fiir Spinsysteme s. Ref. [39].

In der SUB2-Néherung (s. auch Gl. (3.20)) enthélt der Korrelationsoperator S
bis zu zwei Spins in beliebigem Abstand auf dem Gitter. Hier soll ausschliellich der
Néel-Modellzustand (® = 0) verwendet werden, es gibt dann also nur Konfiguratio-
nen mit genau zwei Spins (Erhaltung von s, s. Abschnitt 3.2.2). Bezeichnet b, den
Korrelationskoeffizienten zweier Spins im Abstand r (es ist zu beachten, daf§ r hier
(in 2D) ein Vektor ist) so ist

S = Z Z b S z+r (A5)

1€EA T#£0

der Ansatz fiir S in SUB2. Die Summation iiber r erfolgt iiber alle Gittervektoren,
d.h. iiber alle Absténde die zwei Spins haben kénnen.

Ket-Grundzustand
Die Ket-Gleichungen fiir die Koeffizienten b, sind

2s; sye SHeS) = —Z (140, (J — [Zb by — 2(1+ 2b,)b,
. (A6)
( +2b, + 262)3,,] =0

Es gibt drei verschiedene néchste-Nachbar-Koeffizienten 0,, deren Konfigurationen
mit den drei LSUB2-Konfigurationen des Modells identisch sind. Der Ausdruck (A.6)

STatsichlich enthilt (3.28) nur genau einen Term (némlich FZF2 s, st) der zu Produkten von
vier Korrelationskoeflizienten fiihrt.
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ist ein nichtlineares Gleichungssystem fiir die b,, das mittels einer Fouriertransforma-
tion [39] gelost werden kann. Dazu wird (A.6) mit e multipliziert, und dann {iber
r summiert, mit

=S, b= [ d2n) e, o) =

folgt dann fiir GL. (A.6)

al*(q) + bl(q) + ¢ = 0, (A7)
mit a = > (146, (J = 1))yp(—q), b=-=> (1+6,,,(J —1))2(1+2b,),
c= Z(l + 5p,pJ/(J/ —1)(1+ 20, + 26123)717((])'

p

Wird nun die Gl. (A.7) nach I'(¢) aufgelost,

—b — /b? — 4ac
['(q) = 5 :

erhélt man eine selbstkonsistente Gleichung fiir die b,. Diese wird iterativ geldst, und
mit der so erhaltenen Funktion I'(¢) sind auch die b, (fiir beliebiges r) bestimmt.
Fiir die Grundzustandsenergie (3.7) folgt aus (A.6)

(Ble ™ He¥|D) = ——Z 1+ 6, (J — 1)1+ 2b,). (A.8)

Bra-Grundzustand
Der Bra-Korrelationsoperator ist
S=1+ ~r3z‘_5i_+r'

Mit H = (®|Se”SHeS|®) folgt ein lineares Gleichungssystem fiir die b, (Bra-
Zustandsgleichungen),

o = (U G, (1 = 1) 22 bboy — 2(1 4 2D,)b,
r P r/

L+ 2(1+ 2,0, — 43 bl = 0

Eine analoge Fouriertransformation wie fiir die Ket-Gleichungen fiihrt zu einem Sy-
stem von 4 linearen Gleichungen der Form

(Aij)(Dy) = (v;) 4§ = 1.4,
mit v; = 148y, ,,(J — 1) (p; ist Vektor zum i-ten néchsten Nachbarn),

und der Matrix A;; = UZ/ d? q(2 )_2[4F(—q) —2(1+ 2bpi)Vpi(_Q)]ij (@) F(q) — 63,
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mit F1(q) = vaﬁm (@)T'(—q) — 2v;(1 + 2b,,)].

i=1
Der Vektor (D;) ist die Losungen dieses linearen Gleichungssystems, mit ihm ergibt
sich (&hnlich wie fiir den Ket-Zustand)

)3 e"ih, = (g Z Divy.(g

woraus sich dann die BT bestimmen lassen.
Fiir die Untergitter-Magnetisierung folgt weiter

(U0 = 5 = Shebe =5 - [ " Pq(2m) T ()T (~q)-

—T

wl»—‘
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Anhang B

Grundzustand quadratischer
bosonischer Systeme mittels CCM

Hier wird eine einfache Implementierung der CCM zur exakten Diagonalisie-
rung quadratischer (d.h. wechselwirkungsfreier) bosonischer Hamiltonoperatoren
beschrieben.! Die Vorgehensweise wurde auch in einer Verdffentlichung [71] kurz dar-
gelegt.

Bei den zu untersuchenden Systemen ist die Anzahl der Bosonen je Platz unbe-
grenzt. Es handelt sich also [34] um eine bosonische Feldtheorie mit den bosonischen
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a;” bzw. a; im Hamiltonoperator. Da es ver-
schiedene Boseoperatoren (hier mit dem Index i bezeichnet) gibt, spricht man auch
von einer Feldtheorie mit mehreren Moden.

Formalismus

Zunichst muB die Menge {|®); C{}, d.h. ein geeigneter Modellzustand mit dazu-
gehorigem Satz von Erzeugungsoperatoren definiert werden. Natiirlicherweise wird
der bosonische Vakuumzustand |0) als CCM-Modellzustand verwendet, und die bo-
sonischen Erzeugungsoperatoren fiir die einzelnen Plédtze und Produkte von ihnen
als dazugehorige verallgemeinerte Erzeugungsoperatoren. Sie erfiillen alle die nétigen
Relationen, z.B. gilt

a;]0) =0, (0a;af|0) = ;.

Damit ist der Ket- und Bra-Grundzustand des beschriebenen bosonischen Systems
in der SUBI-Néherung [33, 34] (s. auch Gl (3.5), (3.6) und (3.20)) durch

W) = e”10), S = Z Ai g,y O 0 - af

11 12 il Y

- - s & R _ (B.1)
(U] =(0[Se™™, S=1+4 > Aji. 00,0y, 0

11,82500481

l

gegeben. Die A;, . und le sind die CCM-Korrelationskoeffizienten, die durch die
beiden CCM-Zustandsgleichungen (3.9) und (3.10) bestimmt werden kénnen.

'Es wird nur der Grundzustand bestimmt. Die Anregungen konnen ebenfalls mit der CCM be-
rechnet werden, darauf wird hier aber nicht eingegangen.
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Am Beispiel des einfachen bosonischen Hamiltonoperators mit zwei Plétzen (und
den bosonischen Operatoren a und b)

H =~ab+~ya™b" +ata+b"b (B.2)

wird die Methode zunéchst veranschaulicht. Der Korrelationsoperator fiir den Ket-
Grundzustand wird mit S = fa™b" angesetzt (f und ~ sind komplexe Zahlen). Es
ist
e %ae® = a+[a,S]_ +1/2[[a,S]_,S]_ + -+ =a+ fbr,
mit [a,S]- = fbr, [fbt,S]- =0; weiter e “ate’ = at
= e “HeS =~y(a+ foM)(b+ fat) +v*a™b" +a*(a+ fO7) +b"(b+ fa¥)
(0labe " He®|0) = v f? + v* + 2f L0 (Ket-Zustandsgleichung)
= f=—2£2/1-h
= Ey = (0]e " He®|0) = vf = +/1 - |[7]2 — 1

Bra-Korrelationsoperator: S = fab+ 1
= H = (0]Se *He®|0) = 7 f + f(1/” + 7" +2f)
% =429 f+2f =0 (Bra-Zustandsgleichung)
= f==v/(2vf+2)

Um das richtige (physikalische) Vorzeichen im Ausdruck fiir f zu finden, kann man
fordern, daB fiir den Erwartungswert des Teilchenzahloperators (a™a) > 0 gilt.

<CL+CL> = <0|§675a+aes‘0> = ff - 4 1 1 {Z 0

2,/1—|? T2l<o

Physikalisch ist also nur das obere Vorzeichen, und man erhélt fiir die Grundzustands-
energie von (B.2) Ey = /1 — |7|> — 1. Dies und die anderen Ergebnisse stimmen mit
den Resultaten einer Bogoljubow-Transformation iiberein, d.h. der Korrelationsope-
rator S = fa™b" diagonalisiert (B.2) exakt. Das war auch nicht anders zu erwarten,
da nach den Ergebnissen der Bogoljubow-Transformation der Ausdruck exp[fa™b7]|0)
der Grundzustand von (B.2) ist (s. auch weiter unten). In der Notation der CCM be-
deutet das, daf SUB2 (d.h. Terme mit bis zu zwei Erzeugungsoperatoren in S) den
Hamiltonoperator des Beispiels exakt diagonalisiert.

Wie nun mittels einer Bogoljubow-Transformation [69] weiter unten gezeigt wird,
hat der exakte Grundzustand eines quadratischen bosonischen Systems die Form
|W) = exp[>y; fijai af]]0). Die gleiche Form hat auch der Ket-Zustand (B.1) in der
SUB2-Naherung. Das bedeutet aber nichts anderes, als dafl sich ein quadratischer
bosonischer Hamiltonoperator immer mittels SUB2 ezakt behandeln 148t.

Bargmann-Darstellung

Nun muf3 eine praktische Notation gefunden werden, die sich leicht im Computer im-
plementieren 148t. Eine solche Moglichkeit ist die Bargmann-Darstellung [70, 34], nach
der sich bosonische Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren (a™, a) durch komplexe
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Zahlen (z) bzw. deren Ableitungen darstellen lassen. Bei Betrachtung eines Platzes
gilt

d
at & 2, as 0) <1, (0|1 (B.3)
z
bzw. allgemein fiir den n-Teilchen Zustand
1 1 d
In) & —=2", (n| & —=—. (B.4)

Vn!

Die Differentialoperatoren gelten fiir alle rechts von ihnen im gleichen Produkt ste-
henden Ausdriicke. Damit sind alle Eigenschaften der Boseoperatoren erfiillt, z.B. ist

Mo Vnt+1n+1),

1 1
atln) & z—=2" = Vn + l——=2"
vn! /(n+1)!

d 1 21

"—=—n——r = n*zn_l nln —

" ), aa*in) = Lt
7 nn,aan—dzm

damit gilt die richtige Vertauschungsrelation [a, at]_|n) = |n). Weiter ist

ataln) = 2n 2" e (n+1)|n),

1 d
(n|n) < —'d—z =1 und (mn) =0 fiir m > n.
n
Es folgt aber (immer noch fiir m > n) auch
1 d 1 !
(njm) = ——=—=—-—2" = T _m- " #£0,

Vvnlm! dz" nlm! (m —n)!

was falsch ist, und auch keinen Sinn macht, da in einem Erwartungswert keine Ope-
ratoren (hier also z) auftreten diirfen. Es wird also eine weitere Regel fiir die Be-
handlung von Erwartungswerten (allgemein fiir eine Funktion f(a,a™) bei beliebigen
n, m) hinzugefiigt:

1 d* . d 1
(0l (. a®)lm) & = () o

d.h. nachdem alle Differentationen usw. ausgefithrt wurden, wird z = 0 gesetzt.

Zm

, (B.5)

z=0

Zusammenfassend werden noch einmal die Regeln fiir die Bargmann-Darstellung
bei der Betrachtung von Erwartungswerten im Vakuumzustand (wie hier fiir die CCM
bendtigt) angegegben:

d

d
at &z, @ 0) < 1, (O\f(a,cﬁ)]())@f(@,z)

(B.6)

z=0

Fiir Systeme mit mehreren Plédtzen muS fiir jeden Platz eine andere Zahl z genommen
werden. So gilt z.B. fiir (B.2) in Bargmann-Darstellung

d d d d
H@Vd—Zld—Q—i‘”)/ZlZQ—FZld +2’2d2 S(:)lezg

93



=/

21,22=0

= <0‘675H65’0> e’ (7(f + fPriz) + 7 2z + 2f2122) e’

Beweis, dafl SUB2 den exakten Grundzustand liefert
Unter Verwendung der Tatsache, dafl eine Bogoljubow-Transformation [69]

ﬁ” = Z(u:zz&# o U:V&:) (B7)

I

einen quadratischen bosonischen Hamiltonoperator mit den bosonischen Operatoren
a;, aj exakt diagonalisiert, i3t sich leicht zeigen, dafi der Grundzustand dieses Ha-
miltonoperators die Form |[¥) = exp[>;; fi;a; a;]|0) haben muf. Dazu braucht nur
gezeigt zu werden, daf 5,|¥) = 0 Vv.

Mit der Bargmann-Darstellung (B.6) bekommt man

d
BIW) =0 &Y <“Zu5 - “Zﬂu) exp [Z fijZiZj] =0 Vz,
1 1

tj
! !
= (2> fiuzi—vi,2) =0 Vz, =2) fiuy, =,
n i p

Die letzte Gleichung ist eine Matrix-Gleichung, die immer fiir bestimmte f;, erfiillt
ist.

Bemerkungen zur Computerimplementierung

Die Implementation im Computer ist sehr einfach, da lediglich Differentiationen,
Multiplikationen und Additionen von (in zj, 2, .. .) polynomialen Ausdriicken durch-
gefiihrt werden miissen. Der Ausdruck e® bereitet keine Probleme, da z.B.

d ¢ de®dS ¢dS
—¢e = = —
dz dsS dz dz
gilt. Ferner kommen im Exponenten, d.h. in S keine Differentialoperatoren vor.

Das Programm zum Erzeugen der Ket- und Bra-Grundzustandsgleichungen wur-
de in Maple? implementiert, gelést wurden diese Gleichungen dann numerisch mit
einem C-Programm. Der verwendete Ansatz (SUB2) fiir ein n-Platz System mit den

Erzeugungsoperatoren ai’, aj, ... ist

Da A;; = Aj; ergibt das ein System von n+ (n* —n)/2 nichtlinearen Ket-Gleichungen

(Olayare ™ He®|0) =0, (0larage ™ He®|0) = 0,. .., (0|a,a,e ™ He®|0) = 0.

2Benutzt wurde Maple V Release 3, Copyright (c) 1981-1994 by Waterloo Maple Software and
the University of Waterloo.
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Anhang C

Normalordnen der Dyson-Maleev-
Wechselwirkungsterme

Um Spinwellenrechnungen in hoéheren Ordnungen durchfithren zu konnen, ist es
zweckméfig, die einzelnen Terme mit vier Boseoperatoren so umzuordnen, dafl in
jedem Term die Erzeugungsoperatoren vor den Vernichtungsoperatoren stehen. Die
Terme heiflen dann normalgeordnet. Wie das Beispiel

a1 3305 af = 814093 + daza) oy + 01485 B3 + By af Bz

verdeutlicht, treten dabei auch Terme ohne Boseoperatoren und mit zwei Boseope-
ratoren auf. Fiir Vpy nach Gl (4.23) folgt nach Durchfithrung der Bogoljubow-
Transformation (4.25) und Normalordnen der Terme

Vou = Vi + V& + v, (C.1)

d.h. Vpy 148t sich in Terme ohne, mit zwei und mit vier Boseoperatoren zerlegen,
welche alle normalgeordnet sind. Mit der Definition

2

9 .
M= S (ol + e Fruy),  as = N > (lowel® + o) (C.2)
k k

folgt fiir die Terme mit Null und zwei Boseoperatoren
V) = —2Na2 + N/2(1 — J)a? = 2N(—d2 + kod?), (C.3)

= dapy [|uk|2 + |oi|® + e (ugoy, + ukvk)] (onf ouc + B Pre)
K

Vs
—das [2u1*<vk + me(up® + vi)} af B + hee.
K
(1—J)ar1 ) [|uk|2 + o2 + eFrug g + e*ik”ukvk} (o ax + B Be)
(1—J)a, zk: {2uf;vk T e_ikzvi] o B + hee.

k

(C.4)
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Fiir die normalgeordneten Viererterme folgt
2
Véﬁ = —N Z A(l +2-3- 4) [V(l)afoz;agoq + V(Q)Oéii—ﬂgoégoq +
1—4

+ VOafafByas+VWalasBf s+ VB aspaf (C.5)
+ VOBIs af b+ VOafad 8581 + VO B faazas + VP jﬂ;ﬂzﬂl},

wobei die Summation iiber die Vektoren ki, ks, k3 und k4 iiber die 1. Brillon-Zone
erfolgt. Die neun komplexen Vertex-Funktionen lauten

V(1234) = U(1234) (w1 [25 (714 — @5m1s-4) — (1 — 23]
+ @2 [2h(v2-a — T3Y2-3-4) — (72 — 2572-3)] )7
V@(1234) = 20(1234) (w125 [25(25m-5-4 — Na) — (@713 — )]

+ @3 (2572-3-4 — 2-4) — (T572-3 — 72)] )7

VO(1234) = 2U4(1234) (ml (25 (v1-3-4 — X371-4) — (713 — 2371)]
+ @2 (Y234 — T3Y2-4) — (2-3 — T372)] )>

VO (1234) = 4U(1234) (2125 [ma(23ms — ) — (@513 — M)
+ [ra(@3ve-a —72) — (¥572-3-4 — Y2-4)] >7

VO (1234) = 204(1234) (w5 (w5154 — 71-4) — Talwims — )]
+ 27 [(7372-3-4 — Y2-4) — Ta(T372-3 — 72)] )7

VO (1234) = 204(1234) (m’{xQ [24(2372 — Yo_3) — (T3Y2-4 — Yo_3-4)]
+ [za(w3y1 —1-3) — (¥371-4 — Y1-3-4)] >>

VID(1234) = U(1234) (351 [2a(vi-3 — 371) — (V1-3-4 — T371-4)]
+ X [a(yo—3 — T372) — (Vo—3-4 — T37Y2—4)] )7

vV (1234) = U(1234) (23 [(2571-5 — 1) — 23 (T%71-3-4 — 71-0)]
+ @i [(@572-5 = 92) = 23(@502-3-1 = 72-0)] ),

V(g)(1234> = L{(1234) (@ [954(71—3 - $371) - (%—3—4 - $371—4)]
+ 2] [xa(y2—3 — 2372) — (V2—3-4 — T3Y2-4)] ),

dabei ist
U(1234) = uyugusuy, Tx = —vk/uk (C.6)

mit den Bogoljubow-Koeffizienten uy und vy. Der komplexe Gitterstrukturfaktor i

ist durch
1-J _, 3+J
e 1Ry ___

4 4

gegeben. Fiir den Fall des symmetrischen quadratischen Gitters (J' = 1) sind die
Vertex-Funktionen reell und identisch zu den Dyson-Maleev-Vertizes [81].

Yk = Uk — Ak (C?)
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