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1 Einleitung

1.1 Supraleitung

Im Jahre 1911 wurde durch H.K.Onnes die Supraleitung beim Quecksilber entdeckt. Sie
tritt bei Abkiihlung des Quecksilbers unter 4.2K auf. In den darauffolgenden Jahren wurde
diese Erscheinung auch bei anderen Materialien entdeckt. FEine entsprechende Theorie fiir
diese Supraleiter wurde erst kurz vor 1960 von Bardeen, Cooper und Schrieffer entwickelt,
und ist unter dem Namen BCS-Theorie bekannt. FEin wichtiges Kriterium fiir die technische
Anwendung von supraleitenden Materialien ist die Sprungtemperatur. Deshalb wurde nach
Materialien mit hoheren Sprungtemperaturen gesucht. Ein wesentlicher Schritt in dieser
Entwicklung ist die Entdeckung der Hochtemperatursupraleitung bei oxidischen Materia-
lien. Bei ihnen liegen die Sprungtemperaturen im Bereich von 100K. Bei den oxidischen
Keramiken (La;CuOy4, YBayCusOg ;) ist die unmittelbare Anwendung der BCS-Theorie [2]
fraglich. Eine Moglichkeit, verschiedene Eigenschaften von Hochtemperatursupraleitern zu
beschreiben, geben das Heisenberg- und das Hubbard-Modell [5]. Beide Modelle sollen im
folgenden kurz beschrieben werden.

1.2 Hubbard-Modell

Das einfachste Modell, das sowohl ein metallisches als auch ein nichtmetallisches Regime
erwarten 148t ist ein Ein-Band-Hubbard-Modell [3]. Dieses wird durch folgenden Hamilton-
operator beschrieben:

Hy = H, + Hy (1)
H= > tij(E55¢5s + &éis) + Y Uittiuia (2)
(ij)s i

Im einfachsten Fall sind ¢;; = ¢ ' und U; = U. Der Term H, stellt dabei den Hoppingterm
(kinetische Energie) und Hy die Coulombabstofiung (potentielle Energie) dar. Die Elektro-
nen kénnen liangs der Bonds (ij) (ndchste Nachbarn) hiipfen. Im Hoppingterm wird {iber
alle diese Bonds und die Spinausrichtung s = (u, d) einfach summiert. U représentiert die
Coulombabstoflung zweier Elektronen mit verschiedenem Spin im selbem Orbital. Befindet
sich an jedem Platz ein Elektron, so wird versténdlich, dafl bei groem U viel Energie auf-
gewendet werden muf, um ein Elektron von einem Platz zum Nachbarplatz zu bewegen.
Woraus wiederum nichtmetallisches Verhalten resultiert. Das reine LaysCuQOy zeigt zum Bei-
spiel eindeutig nichtmetallisches Verhalten [2]. Wesentlich fiir das Verhalten des Modells ist
hier das Verhéltnis der beiden Parameter t/U und die Elektronenkonzentration.

1.3 t-J-Modell

Das t-J-Modell ist herleitbar als Grenzfall des Ein-Band-Hubbard-Modells fiir grofle Cou-
lombabstofiung (U/t>>1) [5]. o )
H=H+H, (3)

Loft wird das Hoppingintegral ¢ auch mit negativem Vorzeichen versehen



Dabei stellt der J-Term die antiferromagnetische Wechselwirkung zwischen den Cu?*d Elek-
tronen (bzw. Lochern) innerhalb der Kupfer-Sauerstoff-Ebenen und der t-Term das Hiipfen
der Elektronen bei vorhandenen Lochern dar.

H =Yt + ¢hieis) + Y 13588, (4)

ijs ij
Summiert wird iiber alle Pldtze ¢, j und die Spinausrichtung s = (u, d). Da Zusténde, bei
denen sich zwei Elektronen an einem Platz befinden, ausgeschlossen werden sollen, werden

die obigen Fermioperatoren ¢ und ¢+ durch neue Operatoren ¢ und & ersetzt. In einem
spater folgenden Abschnitt wird dieser Schritt noch genauer erldutert. In einigen Arbeiten
[5][7] [8][9] wird ein etwas anderer Hamiltonoperator verwendet.

H= Z tij(é;;éjs + é;rsézs) + Z Jlj(glgj —

ijs i

i) (5)

Der letzte Term liefert bei Modellen ohne und mit einem Loch jedoch nur eine Energiever-
schiebung [5]. In den meisten Féllen sind die Hoppingintegrale ¢;; und die Austauschintegrale
J;j fiir ndchste Nachbarn gleich und sonst Null. Dadurch vereinfacht sich der Hamiltonope-
rator erheblich.

1.4 Heisenberg-Modell

Das Heisenbergmodell ist ein Spezialfall des t-J-Modells. Es vereinfacht dieses durch Ver-
nachléssigung des Hoppingtermes. Der allgemeine Heisenbergoperator hat dann folgendes
Aussehen.

v

Beriicksichtigt man nur néchste und iibernichste Wechselwirkung, so bleibt letztendlich ein
J1-Jo-Modell iibrig.

(i5) <ij>
Dieses Modell kann zur Untersuchung magnetischer Eigenschaften von Hochtemperatursu-
raleitern herangezogen werden.

1.5 Gegenstand der Arbeit

In dieser Arbeit soll ein Verfahren beschrieben werden, mit dem sich die Grundzusténde fiir
kleine zweidimensionale? Systeme (4 mal 4 Gitter) und verschiedene Korrelationsfunktionen
berrechnen lassen. Im Ergebnis dieser Arbeit soll ein Programmpaket vorliegen, mit dem
solche Systeme fiir die oben beschriebenen Modelle berechnet werden kénnen. Dabei soll
in dieser Arbeit im wesentlichen auf methodische Probleme eingegangen werden, die beim
exakten Diagonalisieren groflier Matrizen bestehen. Zur Diagonalisierung der Matrizen wird

2Vermutlich sind die CuQOs-Ebenen das wesentliche gemeinsame Strukturmerkmal der Hochtemperatur-
supraleiter [2]



das Lanczos-Verfahren genutzt. Im Anschlufl sollen mit dem entwickelten Programmpaket
Ergebnisse verschiedener Veroffentlichungen [4][5][6][8][9] verifiziert und verschiedene Pro-
bleme, die bei der Nutzung des Programmpaketes auftreten, erortert werden. Auflerdem
sollen die Grundzustéinde und Korrelationsfunktionen in Abhéngigkeit vom Parameter J,
im t-.J,-Jo-Modell fiir ein Loch berechnet werden. Diese werden dann mit denen ohne Loch
[4] verglichen.

2 Grundsitzliche Herangehensweise

Es sollen die Eigenwerte und Eigenfunktionen zum Operator H bestimmt werden. Wie spater
bewiesen wird, vertauschen die Operatoren N = Y is Tis,s 52 = (> S})Q, S7 = > Sf und H
untereinander. Die Losungen sind im Produktraum der Einzelspinfunktionen zu suchen.

HI) = E[W) mit |[0) = anltn) = > Han|tn) = Y Eanlthn) (8)
Nach Multiplikation von links mit (t,,| ergibt sich wegen (1, |tm) = dpm
Z(lpm‘fﬂwn)an = Fay, mit Hp, = <wm‘fﬂwn> <9>

Ha=Fa bzw. (H—EDa=0 mit det(H— El) =0 (10)

Um die Matrix H aufzustellen, aus der durch Diagonalisierung die Eigenwerte E und die Ko-
effizienten a bestimmt werden, mufl eine geeignete Methode gefunden werden, die Basisvek-
toren |¢,) darzustellen. Bei einem 16 Platzsystem ohne Doppelbesetzung und Locher kann
jede Komponente des Basisvektors als 16-bit-Zahl dargestellt werden. Jedes Bit gibt dabei
die Ausrichtung des Spins (0=up oder 1=down) an. Diese Darstellungsform ist besonders
giinstig. Wendet man die Operatoren Sf , S:r oder S; auf diese Zusténde an, brauchen nur
das entsprechende Bit Nummer i gepriift bzw. geédndert werden. Will man auch Locher (und
doppelbesetzte Plitze im Hubbardmodell) zulassen, benétigt man eine 32-bit-Zahl. Jedes
Bit steht dann fiir einen Platz und eine der moglichen Ausrichtungsmoglichkeiten up oder
down des Spins. Im Abschnitt 6 soll diese Vorgehensweise noch genauer erldutert werden.
Da die meisten Rechner (Programmiersprachen) derzeit ganze Zahlen bis 32-bit verarbeiten,
ist die Berechnung von 16-Platz-Systemen programmtechnisch relativ leicht handhabbar.

3 Analytische Resultate

Zur Einfithrung und Illustration der oben beschriebenen Herangehensweise sollen nun kleine

Systeme analytisch berechnet werden. Besonders einfach ist die Berechnung eines 2-Spin-
Heisenberg-Modells.

3.1 2-Platz-Heisenberg-System

Der Hamiltonoperator hat fiir diese System eine besonders einfache Form.
H=J5,5, (11)
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5 dx O Y O Oz Qz | N O— QO Gz Qz
8i8j = 5787 + SYS) + 5757 = S (557 + 578)) + 5755 (12)
mit ST :=5"+4iS¥ und S = S% —iSY

Im folgenden soll die Matrix H aufgestellt werden, und daraus Eigenwerte E und die Koef-
fizienten a bestimmt werden. ¥; = a1 sind die gesuchten Eigenfunktionen. Mit

|mamy ) m; € (u,d) (13)
existieren 22 Basiskonfigurationen.
|dd) 1 0 0 0
o[ B sy ’
luw) 0 0 0 1

Man erhélt fiir die obige Matrix die 4 Eigenwerte F; 3 = Jh2/4 und F; = —3Jh2/4. Der
Eigenvektor zu den 4 Eigenwerten ist leicht zu ermitteln. Er ist von 4 Parametern abhéngig,
die durch die Normierungsbedingungen bestimmt werden.

a; =[1,0,0,0]"  a,=1[0,1,1,0]"/v2  a;=1[0,0,0,1]"  a,=1[0,1,-1,0]"/v2

In der folgenden Tabelle sind zu den jeweiligen Eigenfunktionen die Spinquantenzahl s, die
Magnetquantenzahl m und einige Erwartungswerte aufgefiithrt. A wird, wenn nicht weiter
aufgefiihrt, 1 gesetzt.

(SS) = s(s+ )R (S*) =mh
EF El|s m| (S7) (8757 (5,5,
T, | [dd) J/Al1 —1]-1/2 1/4 1/4
Uy | (|du) + |ud)) /2 J/4l1 0 0 —1/4 1/4
s | (Juw) J/A1 1| 1/2 1/4 1/4
Uy | (|du) — |ud))/V/2 —3J/410 0 0 —1/4 —3/4

(Sr)=(S7) =0 (57S5) = (S15) = ((515,) — (5755))/2
(587) = (SSY) = (8:57) = 124
Fir J > 0 erhdlt man den antiferromagnetischen Grundzustand. Der ferromagnetische

Grundzustand fiir J < 0 ist 3-fach entartet. Die moglichen Zustandsfunktionen sind un-
abhéngig vom Parameter J.

3.2 2-Platz-t-J-Modell

Ebenfalls recht einfach ist das 2-Platz-t-J-Modell zu 16sen. Doppeltbesetzte Pléitze werden
ausgeschlossen. Folglich existieren 3% Basiszustinde. Diese werden auf folgende Art und
Weise dargestellt.

|mamy) m; = (., u,d) (15)



Der Punkt steht fiir nichtbesetzten Platz. Der Hamiltonoperator wird wie folgt definiert.

H = (&, 690 + 5,610 + E1i0q + Eyt1a) + J(S1592) (16)

Zur Bestimmung der Eigenfunktionen und Eigenwerte sind folgende Matrizen zu diagonali-
sieren. Die Basiszustande |..), |uu), |dd) sind bereits Eigenzusténde zu H.

I

_|ud>] :>J[—1 2 |

| |du) 41 2 -1 ]

Die Losung fithrt zu folgenden Eigenzusténden und Eigenwerten von H. Zur Vereinfachung
wurde h = 1 gesetzt.

~ —

EF E|N s m| (o) (5793 (S15)
Ty [].) 0] 0 0 0 0 0 0
Wy | () + |u.))/v2 tl 1 1/2  1/2 1/2 0 0
Uy | (lu) —|u.))/v2 —t| 1 1/2 1/2| -1/2 0 0
Uy | (|.d) + |d.))/v2 tl 1 1/2 —1/2 0 0 0
Us | (|.d) — |d.))/v2 —t| 1 1/2 —1/2 0 0 0
W | [uw) J/Al 2 1 1 0 1/4 1/4
Wy | |dd) J/al 2 1 —1 0 1/4 1/4
s | (Jud) + |du))/v/2 J/al 2 1 0 0 —1/4 1/4
o | (Jud) — |du))/v/2 -3J/4| 2 0 0 0 —-1/4 -3/4

Bei Besetzung jedes Platzes mit einem Fermion (N = 2) ist bei J > 0 ¥y Grundzustand
dieses 2-Platz-Systems. Das Hopping kann vollstdndig vernachlissigt werden. Die Physik
entspricht vollsténdig der des 2-Platz-Heisenbergsystems. Erst wenn ein Loch N = 1 ange-
nommen wird, kommt das Hopping zum tragen. Der Grundzustand ist dann fiir ¢ < 0 und
m = 1/2 Uy und fiir m = —1/2 ¥,. Das Hopping erniedrigt die Energie des Systems. Die
Physik ist bei diesem Modell unabhéngig von J.

3.3 2-Platz-Hubbard-Modell

Zur Darstellung der Zustandsfunktionen soll die “diskrete” Fock-Darstellung nach [14] ver-
wendet werden. Jeder Platz kann a) leer, b) durch ein Elektron mit Spin-Up, c) ein Elektron
mit Spin-Down oder d) durch 2 Elektronen mit Spin-Up und Spin-Down besetzt sein. Es
existieren also 4% Zustéinde. Oder man betrachtet die 4 Einzelzustéinde n) Spin-Up an Platz
1, ny) Spin-Down an Platz 1, ng) Spin-Up an Platz 2 und ny) Spin-Down an Platz 2 die
jeweils durch ein Elektron besetzt (1) oder frei (0) sind, was 2* Basiszustiinde ergibt. Jeder
Basiszustand kann also in folgender Besetzungszahldarstellung geschrieben werden.

|nansnony) n; =0,1 (Fermionen) (17)



Der Hamiltonoperator wird wie folgt definiert.
H = t(&Fés+ é5éy + & ey + ¢ éy) + U(yg + fighyg) (18)

Zur Bestimmung der Eigenfunktionen und Eigenwerte sind folgende Matrizen zu diagonali-
sieren. Die Basiszusténde |0000),|0101), |1010),|1111) sind bereits Eigenzustéande zu H.

11100) U —t t 0
10110) —t 0 0 —t
11001) Tt o0 0 ¢
10011) 0 —t t U

oo | ooy | =17 o]
o |+ Lo =1 % 7]

Die Losung fiihrt zu folgenden Eigenzustédnden und Eigenwerten von H. Zur Vereinfachung
wurde h = 1 gesetzt.

EF E|N s m|(Ehén) (595 (5i5)

¥, | ]0000) o[ 0 0 0 0 0 0
Wy | (]1000) 4 [0010))/v/2 t 1 1/2 —1/2 0 0 0
W5 | (]1000) — ]0010))/v/2 —t| 1 1/2 —1/2 0 0 0
W, | (]0100) 4 [0001))/v/2 tl 1 1/2  1/2 1/2 0 0
U5 | (|0100) — |0001))/+/2 —t| 1 1/2 1/2| —1/2 0 0
g | [1010) 02 1 -1 0 1/4 1/4
W, ||0101) 0| 2 1 1 0 1/4 1/4
g | (J0110) + [1001))/+/2 0] 2 1 0 0 —1/4 1/4
Wy | (]1100) —]0011))/v/2 Uul2 o0 0 0 0 0
W0 | (]1100)+al0110)—al1001)+ | 2tb| 2 0 0 —o% -1 3o

|0011))/v/2a2 + 2

b 1_b2 3_b?

Uy |((|)B11(i(;§/+b|2%§10>2 b[1001)+ | 2ta| 2 0 0 B il —ap
Wyy | (J1110) + [1011))/+/2 U—t| 3 1/2 —-1/2| —1/2 0 0
Wpg | (J1110) —|1011))/v/2 U+t| 3 1/2 —1/2 1/2 0 0
Wy | (J1101) + [0111))/+/2 U—t| 3 1/2 1/2 0 0 0
Wys | (J1101) —|0111))//2 U+t| 3 1/2 1/2 0 0 0
Wy | [1111) 20 4 0 0 0 0 0

, U+ V1612 + U? U — /1612 + U2
mit a= I, , und b= m

Physikalisch interessant sind die Zusténde mit der Besetzungszahl N = 2. Fiir alle U und ¢ ist

Vo Grundzustand des Systems. Dieser Zustand ist mit <§ 1 S 2) < 0 antiferromagnetisch. Im
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Grenzfall U — oo stimmt diese Korrelationsfunktion mit der des 2-Platz-Heisenbergsystems
(—3/4) iiberein. Ebenso verschwindet das Hopping (¢ é,) mit U — oo. Im Diagramm sind
2 Korrelationsfunktionen des Grundzustandes Wy fiir £ > 0 grafisch dargestellt. Fiir ¢ < 0

wird die Korrelationsfunktion (¢f,é5,) an der Geraden y = 0 gespiegelt.

0.1F L ]
- (5152) E
0.3F E
-0.5F -
0.7F E
- L | L -
5 0 5
Ut —



Abbildung 1: Darstellung des 3-Spin-Heisenbergsystem

3.4 3-Spin-Heisenberg-System

Das 3-Spin-Modell liefert ein einfaches Beispiel fiir Frustration. Fiir dieses System wird
folgender Hamiltonoperator verwendet:

;= J12§1§2 + J13§1§3 + J23§2§3 (19)

bCQp

3 ~
H= 3 JyS;

Wieder wird wie im obigem Abschnitt erldutert vorgegangen. Basisvektor und Hamiltonma-
trix haben dann folgendes Aussehen.

[ |ddd) ] [J, 0 0 0 0 0 0 0]
|ddu) 0 2J12-J5 2J23 2J13 0 0 0 0
|dud) 0 2J23 2J13-J5 2J12 0 0 0 0
o= ludd) | _ 210 2)y 20 2)yd, O 0 0 0
= ‘d’U/U/> = 4 0 0 0 0 2J23—J3 2J12 2J13 0
\udu} 0 0 0 0 2J12 2J13—J3 2J23 0
|uud> 0 0 0 0 2J13 2J23 2J12-J5 0

luuu) | | 0 0 0 0 0 0 0 Js |

Js = Jig + Jiz + Jas, Jg = \/J122 + JE + J33 — JioJiz — JiaJoz — J13Jos
Man erhélt die folgenden 8 Eigenwerte fiir die obige Matrix.

K2 K2 B2
El..4 = JSZ’ E5,6 = (_Js + 2Jq)Za E7,8 = (_Js - 2Jq)z



Der Eigenvektor zu den ersten 4 Eigenwerten ist leicht zu bestimmen. Er ist von 4 Parame-
tern p abhéngig, die durch die Normierungsbedingungen bestimmt werden.

[ p1 ] (1] 0 0 0
D 0 1 0 0
Do 0 1 0 0
a = P = a = 0 EL—L L EL—i 0 a, = 0
1.4 D3 1 0 <2 \/g 0 <3 \/g 1 4 0
D3 0 0 1 0
D3 0 0 1 0
| P4 | | 0 ] | 0 ] | 0 | | 1]

Die Berechnung der anderen Eigenvektoren gestaltet sich wegen der komplizierteren Abhéng-
igkeit der Eigenwerte von den J’s schwieriger. Insbesondere miissen bei den auftretenden
Polynomdivisionen die Nulldivision beachtet werden. Dieser Fall tritt bei Jio = Ji3 = Jos
auf, und wird deshalb zunéchst ausgeschlossen.

Ja = +J12J23 — J123 + J13Jq Jb = +J13J23 — J122 + J12Jq

Jc = —J12J13+J223—|—J23Jq Jd = _J13J23+J122+J12Jq

0 0 0 0

Ja O Jc 0

J, 0 Jedy 0

3] 0 J 0

ab=ps| g as=po| g ap=pr| g ay=ps|
0 Jb 0 ‘Jc'Jd

0 J-d 0 Jq

0| 0| 0| 0|
1 1
D56

= ) Prg =
V2(J2 + Jody + J7) V2(J2 + JJg+ J3)
Im Fall Ji9=J13=J03=J ist J, = 0 und die Eigenwerte E5¢ und E7g fallen zusammen.

Zuséitglich vertauscht H mit E123 =3 1(5 9 X S. 3). Die Eigenvektoren wurden so gewihlt, daf
alle (S7) gleich sind. Fiir J > 0 tritt im Grundzustand zusétzliche Entartung beziiglich der
Quantenzahlen s und m auf. Das System ist frustriert.

0 0 0 0
1 0 1 0
k 0 k* 0
N L_ Lo L Lk L_ Lo
<5 \/go <6 \/g 1 = \/go <8 \/g 1
0 k 0 k*
0 k* 0 k
|0 0 0 |0

10



1= /3

2n —1+/3i . 2n
k= exp (’l—) = k* = exp (—’l—) e
3 2 3 2

In der folgenden Tabelle sind zu den jeweiligen Eigenfunktionen die Spinquantenzahl s, die
Magnetquantenzahl m und diverse Erwartungswerte aufgefiihrt. Im folgendem gilt allgemein
,j=13,1<jund S=S5.

AR Us | Us| Uy Wy
(H) 3J —3J h?/4

s 3/2] 3/2] 3/2[3/2 2] 1/2] 172 1/2

m —3/2| —1/2| 1/2]3/2| —1/2| 1/2|-1/2 1/2
(S7) —1|-1/3| 1/3| 1| -=1/3| 1/3|-1/3 1/3|h/2
(Szs7) 1| —=1/3|-1/3| 1| —1/3|-1/3|-1/3| —1/3|h?/4
(Srsr) 0| 2/3| 2/3| 0| -1/3|-1/3|-1/3| —1/3|h*/4
(SYSY) 0| 2/3| 2/3| 0| —1/3|-1/3|-1/3| —1/3|h*/4
(S:S;) 1 1 1l 1 -1 -1| =1 —~1|h%/4
(S7938%) | —1 1] —1] 1 1] -1 1 —1|R%/8
(S783S5) 0 0| 0] 0=1/V3|1/V3|1/V3|-1/V3|h’/8
(E193) 0 0 0] 0| —2v3| 2v3| 2v3| —2v3|h*/8

(S7) = (SY) = (S75595) = (SYS§SY) =0 (S7SP) = (SVSY) = (S7S}) = h*/4
Die folgende Tabelle enthélt die Erwartungswerte fiir den Fall verschiedener J’s. Fiir ¢ kann
x, y oder z eingesetzt werden.

Wy Wo| Wl Wa| Wp| WG| Wi| U
(H) J ~J,+2J, | —J,—2J, | R*/4
s 3/2] 3/2[3/2[3/2] 1/2] 1/2] 1/2]1/2
m | —=3/2|—1/2|1/2|3/2|-1/2| 1/2|-1/2| 1/2
(S%) —1|=1/3|1/3| 1| k| —k | —ky| Kj|h/2
(S3) —1|=1/3|1/3]| 1| —ko| ks k| =k | /2
(S%) —1|—=1/3{1/3| 1| —ks| ks| —ky| ki|h/2
(S7S7) 1 1) 1| 1 ki| ks| —kh| ki|h*/4
(S459) 1 L 1| 1| —kyl| ko K|~k | h?/4
(S459) 1 Ll 1] 1| —kg|—k| —Ky| K,|R%/4
(5759) k3| ki | —ki|—K,|R*/4
(S959) siche obige —ky | —ky k| K, | R4
(S459) Tabelle ki | —ks| —kb| —ki|h%/4
. Jady . JZ+ Jo by Ji+ Joy
J2+ J Iy + J? J2+ J,Jy + J? J2+ J,Jy+ J?
. J.Jy ) J2+ J.dy , o Jidd

2T Jdat 2
(S7) = (5/) =0
Fiir das frustrierte System sind die Eigenzustdnde wieder unabhéngig vom Parameter J.

Dagegen sind die Eigenzusténde des nichtfrustrierten Systems mit verschiedenen J;; Funk-
tionen dieser Parameter.

VTR T+ T2 ST R4 g+ 2
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3.5 3-Platz-t-J-Modell

Nun soll das 3-Platzmodell auch fiir auftretende Hoppingterme berechnet werden.

Ht Y @t ched+1 Y §5
() (3%)

Der Einfachheit halber soll nur der Fall gleicher Hoppingintegrale ¢ und Austauschwechsel-
wirkungen J untersucht werden. Fiir den Unterraum N = 3 ist das Modell identisch mit dem
Heisenbergmodell. Dieser Fall wird daher nicht mehr betrachtet. Der Zustand N = 0 oder
|...) ist bereits Eigenzustand. Fiir alle anderen Unterrdume haben die Hamiltonmatrizen
folgendes Aussehen:

(20)

|-u) |-.d) 0t t
wa{.u)}, {.d.)} = Hahz[t 0 t}
|u..) |d..) tt 0
|.uu) |.dd) J/4 ot —t
¥, = { |u-u) ] , [ |d.d) } =  H, =7 { t o J/4 ot }
luw.) |dd.) -t t J/4
[ Joud) T g4 T2t 0 0 —t ]
|.du) J2 —J/4 0 t —t 0
lu.d) |t 0 —J/4 J2 ¢ 0
Vo= gy | T HEMg tJ/2 —J/4 0 t
|ud.) 0o -t 0  —J/4 J/2
| |du) | -t 0 0 t o J2 —J/4 |

Die Matrizen lassen sich relativ problemlos diagonalisieren. Die Losung fiihrt zu folgenden
Eigenzustinden und Eigenwerten von H. Zur Vereinfachung wurde h = 1 gesetzt.

EF E|N s m| () (5555 (S19)
Tyl 0] 0 0 0 0 0 0
Wo | (Jow) + )+ |w))/V/3 | 2t] 1 1/2  1/2 1/3 0 0
Uy | (|.u) — |u..))/v2 —t| 1 1/2 1/2 0 0 0
Uy | () = Ju.))/vV2 —t| 1 1/2 1/2 0 0 0
s | (|.d)y +|.d)y+|d.))/V3 | 2t] 1 1/2 —1/2 0 0 0
e | (|..d) — |d..)/V2 —t| 1 1/2 —1/2 0 0 0
Uy | (.d.) —|d..)/v2 —t| 1 1/2 —1/2 0 0 0

12



EF EIN s m|(chon) (55 (5:5)

Vs | (Juu) —ua)+|uw))/vV3 | J/4—2t 2 1 1] —1/3 1/12  1/12

Uy | (Jouu) — |uu.)) /2 J/A+t] 2 1 1 0 1/12  1/12

Uig | (Juw) + [uw.)) /2 J/A+t] 2 1 1 1/3 0 0

Uy | (|.ddy —|d.dy+|dd.)) /3| J/4—2t| 2 1 —1 0 1/12  1/12

Uiy | (|.dd) — |dd.))/\/2 J/A+t] 2 1 —1 0 1/12  1/12

Uy | (|d.d) + |dd.))/v/2 J/A+t] 2 1 -1 0 0 0

Uiy | (Jud) — J.du) + Judy —| =3J/4+2t] 2 0 0 1/6 —1/12 —1/4
|d.u) + [ud.) — |du.))/V/6

Uis | (lud) + |.du) — Jud)y —| J/4—2t] 2 1 0| -1/6 —1/12 1/12
|d.u) + [ud.) + |du.)) /6

Ui | (lud) — |.du) — |ud) +| —=3J/4—t| 2 0 0 0 —1/12 —1/4
|du.))/2

U7 | (lud) — |du) — |ud.) +| —=3J/4—t| 2 0 0| -1/6 0 0
|du.))/2

g | (Jud) + |.du) — |ud.) — J/4+t| 2 1 0 0 —1/12  1/12
du.)) /2

Uyig | (Ju.d) + |du) + |ud.) + JA+tl 2 1 0 1/6 0 0
|du.))/2

Die folgenden Betrachtungen gelten fiir ¢ < 0. Fiir 1 Loch N = 2 und m = 0 ist der
Grundzustand bei J > —t Wy, und bei J < —t (a¥y5 + b¥q9). Das heift, im Fall J < —t¢
ist der Grundzustand 2-fach entartet. Bei J = —t ist das System sogar 3-fach entartet. Fiir
N =2 und m = 1 ist (a¥g + b¥yy) der entartete Grundzustand. Analog fiir m = —1 ist
dieser (aWiy + bW13). Fiir N = 1 ist der Grundzustand nicht entartet.

13



J, |

Abbildung 2: Darstellung des 4-Spin-Heisenberg-Modells

3.6 4-Spin-J;-Jo-Modell

Jetzt soll ein etwas grofleres kleines Heisenbergmodell mit néchster und {ibernéchster Nach-
barwechselwirkung berechnet werden. Der Hamiltonoperator fiir dieses System sieht wie
folgt aus.

H = J,(515; + 5585 + 5551 + 51.5)) + J2(S1 55 + 555 (21)

Man kann sich dieses Modell auch als eindimensionale Kette von 4 Spins mit zyklischen
Randbedingungen vorstellen. Die Heisenbergmatrix H = (Hy,) = ((¥m|H|1y)) hat bei
gegebener Basis |1)) folgendes Aussehen.

2

h
|Va1) = |uuuu) | |1ha2) = |dddd) = H,=—2J,+J)
2
luuud) |uddd) 0 S Jo Ji]
| |uudu) | |dudd) R0
) = | udua) |7 1Y) = | |ddud) = B=50n 0 0 g
|duuu) |dddu) J S S 0]
‘UUdd> ] _ _J2 Jl J2 JQ Jl 0 i
‘Ud’lj/d> Jl J2 — 2J1 Jl Jl 0 Jl
| |uddu) R Ji —J 0 Ji J
Vo= away | T T T 4 g 0 —Jy L
|dudu) Jl 0 Jl Jl JQ — 2J1 Jl
|dduu) L 0 Jl JQ JQ Jl —JQ

Zu den Untermatrizen gehoren folgende Figenwerte E.

I;Ia — 21+ Jy
I;Ib—>2J1—|—J2, —2J1+J2, —J2<2X)
I;Ic — 2J1 + JQ, —2J1 + JQ, —J2(2X), —3J2, —4J1 + JQ

14



Zu den Eigenwerten gehoren die normierten Eigenzustédnde:

Uy, = |uuuu)

Uy = (luwud) + |luudu) + |uduu) + |duvu))/2

Uy = (luudd) + |udud) + |uddu) + |duud) + |dudu) + |dduu))//6
U, = (|luddd)+ |dudd) + |ddud) + |dddu))/2

Us = |dddd)

Vs = (|luwud) — |uudu) + |uduu) — |duuu))/2

U, = (Judud) — |dudu))/v/2

Wy (luddd) — |dudd) + |ddud) — |dddu))/2

Uy (luuud) + iluudu) — |uduu) — i|duuw))/2

Ui = (Juwud) —iluudu) — |uduu) + i|duuu))/2

Uy = (|Juudd) + iluddu) — i|duud) — |dduw))/2

Uiy = (|luudd) — iluddu) + i|duud) — |dduw))/2

U3 = (luddd) —i|dudd) — |ddud) + i|dddu))/2

Uy = (luddd) + i|dudd) — |ddud) — i|dddu))/2

U5 = (luudd) — |uddu) — |duud) + |dduw))/2

Ui = (Juudd) — 2ludud) + |uddu) + |duud) — 2|dudu) + |dduu))/+/12

Die entarteten Eigenfunktionen sind so gewéahlt worden, dafl die Erwartungswerte zu Sf mit
1 = 1..4 gleich sind. In der folgenden Tabelle sind zu den jeweiligen Eigenfunktionen die
Spinquantenzahl s, Magnetquantenzahl m und verschiedene Erwartungswerte dargestellt.
Im folgenden gilt i < j und 4, j = 1..3. Alle Erwartungswerte beziehen sich auf (h/2)".

Uy Uy U3 Uy U5 | W Uy Wg| Uy Wy | Uy Wy | Wyg Wy | Uy | Uy
(H) E15 Eg.8 Eg. .14 Ei5 | Ei6
s 2 2 2 2 2/ 1 1 1| 1 1] 1 1] 1 1| o] o0
m 2 1 0 -1 -2/ 1 0 -1 1 1| 0 o0|-1 —=1| 0] 0
S L rd o b | b 0 k[ L o o4 b of o
(S28) | 1 0 =% 0 1| 0 2k 0| 0 0|2k 2k| 0 02k| ks
(S5SH | 0 3 % 3 0|k 0 k| ky ke| O 0| ko ky|2ky| ks
SISH | 0 3 3 3 0|k 0 k| ky k| 0 0| ka ky|2ky| ks
(S58¥ssyl oo 0o 0o ol 0O 0 of-2 iy 0o o]-1 Lf o] o
(Y9385 o0 0 0 of O O O O O] -1 1| 0O 0| O] 0
(%4838 o 0 0 0 0l O O O|-F 3| O Ol-5 3| 0 0
(BEps) | 00 0 0 0 0 0 0|-2 2|-2 2/-2 2| 0] 0
(Z,j) k?l k’g k?g
(1,2) | —1/2 0]—-2/3 Eis = (2J1+ Jy)R%/2
(1,3)| 1/2|—-1/2| 1/3 Ess = (=2J1+ Jy)h%/2
(1,4) | —1/2 0|—2/3 Eou = —Joh? )2
(2,3) | —1/2 0|—-2/3 Eis = —3.J,h%/2
(2,4)| 1/2|-1/2| 1/3 Eis = (—4J,+ Jo)h?*/2
(3,4) | —1/2 0|—-2/3




S =(8) =0 (S5 = (SIS = (180 = o

Auch beim 4-Spin-System sind die Eigenzustéinde unabhéngig von den Parametern J; und
Jo. Fiir Jy < Jyund J; > 0 ist der Grundzustand ¥4 antiferromagnetisch und nicht entartet.
Fir Jy; > J; und J > 0 ist der Grundzustand 5.

4 Darstellung der Spin- durch Fermioperatoren

Die iiblichen Spinoperatoren S = %3 kénnen durch fermionische Operatoren dargestellt
werden. Diese Darstellungsmoglichkeit soll in diesem Abschnitt diskutiert werden. Werden
keine Einheiten angegeben, so sind entsprechende Potenzen von h zu verwenden. Dabei
werden die folgenden iiblichen fermionischen Operatoren verwendet.

&Femi) = (=D)Nig, o] + 1.0
i—1
j=1

Vergleicht man die Wirkungen der Operatoren 6 mit denen der fermionischen Operatoren

so finden sich leicht folgende Beziehungen:

A~ o A A o A+ ~ A+ A~
azi = MM = Gl Galia
A= S+ _ ogpta
9; = . (iz ) = 2$idcw . (23)
op = 15(‘71‘ +0;) = Culia+ Caliu
A ’y o o f A — A~ + o .,\J’_ ~ . /\+ A
o = 3i(o; —a;) 165 Ciy — 16}, Cia
Zusammenfassend:
Tr T
. 1 opg=1 o5, =1
S = 5 Y Ges iy Fsg =4 O0g=—1 09, =1 Rest=0 (24)
/ z z
53 Ouu = 1 Odd = -1
Diese Darstellung ist korrekt, wenn die Vertauschungsrelation [67%,6Y]_ = 2i6* erfiillt ist.

Mit [éz, éj]+ = [éj_, éj]_,_ =0 und [éu é;—]-l- = 5ij fOlgt
6%,6" = ileta+ efen, e, — e
2i(¢eqct ey, — eenctey) = 2ileleq, ey, -
= 2i(Eheu(1 — &fa) — (1 — EFe,)ete)

= 2i(efe, — efey)

2i6” (25)
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Die anderen Vertauschungen lassen sich analog zeigen. Im t-J-Modell werden die Fermiope-
ratoren durch folgende Operatoren ersetzt.

2+

_ atp o At 5
Cis = CisPis = Cis<1 - nig)
Cis = CisPis = Cis(1 —Ty5) (26)
PN /\+/\
st s A s ata o ~2
Nis = CisCis = CoPisCisDis = CisCis(1 — 205 + 10i5)

= é;ézsﬁzs - ﬁzs(l - ﬁzg)

5 ist der zu s entgegengesetzte Spinzustand (u<d). p;s = (1—n;3) ist ein Projektionsoperator,
der Doppelbesetzungen verhindert. Der Operator n; wird dann folgendermaflen dargestellt:

A

n; = NiuDiu + NidDid
= (1 — M4a) + Nia(1 — Mgy (27)

= N — 2N Nig = Oy 1—niy

Die Spinoperatoren nach (23) wirken auf doppeltbesetzte Plitze wie auf leere Plédtze. Das
heiflt, Doppelbesetzungen haben den Spin 0.

o%du)y =0  a=(x,y,2) (28)

5 Vertauschungen

Mit Hilfe guter Quantenzahlen kann der zu untersuchende Hilbertraum reduziert werden.
Aufgabe dieses Abschnittes soll es nun sein, solche Quantenzahlen fiir beide verwendete
Modelle zu finden. Es miissen Operatoren gefunden werden, die mit dem Hamiltonoperator
vertauschen. Dabei geht man von den fermionischen Vertauschungsrelationen aus.

[Ci87 Cj5/]+ =0 [C+ C+ ]+ =0 [CZ‘S, C;—s/]-i- = 5ij535’ (29)

is9 g8’
Die Indizees beinhalten hier sowohl Platznummer i, j als auch Spinrichtung s, s’. Alle
anderen Relationen miissen sich auf diese riickfithren lassen. Gelten diese Vertauschungen
auch fiir die Operatoren ¢* und ¢, so gelten die in den folgenden Abschnitten gezeigten

Vertauschungen auch fiir diese projizierten Fermioperatoren. Um das zu zeigen, werden
neben den obigen Relationen folgende weitere verwendet.

[AB,CD], = [AB,C],D +C[D, AB].
— ((C.ALB+AB.CI)D +O(D,A_B+AD.B)  (30)
[Pis; Cjor]— = +0i050Cjsr [Dis, Clur]— = —0ij055 ¢}y (31)
5= —s, 0z, = Oys, ctel =ciscis =0 (32)
[Cis: Cisrl+ = ([Cjsr, Cis)t Dis + Cis [Pis, Cist| = )Djsr + Cio ([Djs Cis|— Dis + Cis [Djsrs Dis|-)
——— —— —— —
0 52']'553/01-5/ 5¢j5§s/cis 0
0055/ CisCis(Dis + Dis) mit Cispis = 0
0 (33)
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[6;;7 5;;']4- = ([C;rs'v C;g]—k Dis + CiJ; [pis, _]S] )Pjs + C o ([Pjst zs] Pis T+ Cls [pjs' Pis]-)
N———— N————’ N—— N———
0 _6116 /C+/ _6ij6§s’cis 0

= 51] 555'025015 (pls + pzs)
= ;050 ¢l el (cheis + i)

0 (34)
[éim 5;_5/]+ = ([C;_s 7Czs]+ Dis + Cis [p287 ]s ] )p]s + C ([Q’s;pjs/]f Dis + Cis [pisapjs’]f)
—_—— ——— — —_—
0;50ss’ 5”533/0 N 055054/ Cis 0
= 0 (055 (pis + s CisPis) + Oss CihCispis)
0 c;gcis
== 5ij (5ss’pis + 5§s/C;L§Cis) % [Ci57 C;rgf]Jr (35>

Wird in den folgenden Ableitungen auf die letzte Vertauschung zuriickgegriffen, so miissen

diese gesondert betrachtet werden!

5.1 Teilchenzahlerhaltung

Eine solche gesuchte gute Quantenzahl ist zum Beispiel die Teilchenzahlerhaltung.

N = Znis

n;s vertauscht mit den fermionischen Operatoren wie folgt:

[nls, js] 5@]553/6 [ni57 st’]f = _5ij(sss/cjs/
Daraus folgt fiir N
[N, st] c;»:/ [N, cjsr]—- = —¢jsr
[N7 CzsC]S/]* = [N7 Czs] stl + Cz; [N7 st/]*
——— —_—
C;Z —Cjg!
= 0

Und fiir ¢ = j und s = ¢’ folgt:

[N, n;s]- =[N, cfcis]- =0

7S

Fiir die projizierten Fermioperatoren gilt dhnliches.

[nw? 5;;’]* = [nisu C;rg’pjs’]f
— C;—S/ [nisapjsl]_ + [nzs, ]S ] p]S
—— ——

0 8idssrcly

1] 7 ss

= 52] 535’

js’
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[nisaéjs’]— = [nisacjs’pjs’]—

st/ [nimpjs/]f + [ni37 st/]f pjs’

0 5”585/6 /
= _51']'535’5]'5’
[nisu 5;;/6168/]7 = [niéh éjs ] éks/ + 6;;/ [nisu 5]63’]7
= 5 <5Z]CJSC]€S - 5@]?5;’:96168)
[Nsu ]slcks/]f = 5ss’<6;rgéks - 6;’:96168) =0
N.Ghawl. = 0 = [N, H] =0

Weshalb dann auch
[N,n;|- =[N ~+6ZS] =0

7ZS

gilt. Damit vertauscht N mit H, , H; und Hy.

5.2 S*Erhaltung

Als néchstes soll die Vertauschung mit S* bestimmt werden.
h
= ZSf = §Z<nzu — Mig)

+ .. + _ + .. + _ .+ + .
[Cislc'552’ Cksg]_ - Ci810152 Ck‘53 Ck8362816152

_ + + _
- +Ci81 [Ci327 Ck53]+ - +623152k58283

+ + _
[Cisl Cisg ) Cksg] - — [Cisl ) Cksg] +Ci82 - CZ82 52k581 S3

2[S7, )= = lecs alsl- — [ciacias o)~
- C@—'Zéikéus - C;Zl(;ikads
ey (—1>5Sdc+ 52]6

[Sz Cks] = ( )6suczs ik
[527 zs] ( ) Sdc
2[5% i = (=1)"c

Und mit [4, BC|- = B[A,C]- + [A, B]_C folgt:

2057, clieisl- = (D) + (=) ™)eless
O = [SZ, Ht]_ - 0

Fiir die projizierten Operatoren gilt:

2[S%,¢f¢js)— = [NuCiicjsl- — [N, G556
0 =[S H] =0
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Das a8t sich auch anschaulich leicht verstehen, da ein hiipfendes Elektron seinen Spin s*
nicht dndert.

(5%, 87871 = +ih(S7SY 4 S7SY)
(5%, 8YS}]- = —ih(S{S] + S;SY)
[5%,57S5]- = 0 (52)
(5%, 5785 4 575 4 57 S5] - 0
[S*,Hj]- = 0 (53)
(S ni]- = [S* cileis]- =0
[S%, nyna)- = 0
[S*,Hy]- = 0 (54)

S* vertauscht somit mit N, H;, H; und Hy. Statt dieser Quantenzahl konnen auch die
folgenden gleichwertigen Quantenzahlen verwendet werden.

N, an: N+SZ (55)
1
Nd = Znid = éN — 5% (56)

5.3 S%-Erhaltung

Ausgangspunkt ist wieder die Darstellung der Spinoperatoren durch fermionische Operato-
ren.

2[S7, cl)- = [chcia, sl + eiacin i)
= ¢ 0m0sa + ¢0inlsy
= 0
2[S7 ersl- = —cisl (57)
[ ) ls] = +C;
[S:” Cis]|- = —c¢is (58)
[ ) Zs 8] = C;st_cz—‘;cjg
2[S%, ¢t cju+ cheja- = 0 = [S* Hy]_ =0 (59)
2087, cf]- = —ilefcia oul- +ileiicin, o]

= _zcwéikésd + Zcidéikésu
(
S cual- = (1) icsidy (60)
[ ) ZS] (
208", el = (~1)’ici o
205, el = (~1)i(chess + clies)
- 0
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Genauso lassen sich analoge Beziehungen zu den projizierten Operatoren erstellen.

~+ . ~+ _ =t o+ ot at x
[Ci816152’ Ck:sg,] - Ci816152 Ck‘83 Ck83ci810152

Sto[x At
+Czsl [Ci82’ Ck:83]+
+623152k(58283p283 _'_ 58283 132 0183)

+
Cks3Cis, Cisy

A s _ At _
[Cislczswcké‘s]— = Cislcwzck83

- = [5& ) 61983]-1—61'82

= —0ik(0s,s5Pis5 T 05,55C 1516183)6i82 (63)
2057, &) = [Ghéa, Gl + [Ehé, G-
= é;;(szk <5dspzd + 5usc Czu) + éilézk(éuspm + 5dscltlcid>
= 5,7;5% (pis + nis)
Chom (64)
2[5@1’ 5]4:5]7 [6;;52(% 5]4:5]7 + [6:16@7“ 5]4:5]7
= _5lk(5uspm + 5dscj(_1cid)éid - 5ik(5dspid + 5uscl—'zciu)6iu
= —0ik(pis + Nis)Cia
o576 —
2[32:’ 6i5]— - 6i5
2[8%, GG = GG — Cils
2[S*, C;Zéju + 5;25jd]— = 5;;15ju — 5;~Zéjd + 52725]'65 - 5;25]@
=0 = [Sx,Ht]_ =0 (66)
Fiir SY 148t sich das gleiche zeigen.
2(8Y, ¢ G + e~ = 0 = [SY, H)]- =0 (67)
[SxSx, Six], =0
[SySy,Sﬂ_ = Zﬁ(SySZ+SZSy)
[SZSZ,S;”], —Hh(S S?—O—SZ?/SZ)
[SQ,SZC]_ +ih(S Sy+SySz — SYS7 —SfSy)
+ih(—ihS; +ihSP) =0 (68)

Analog lassen sich die Vertauschungen S? mit SY und S? finden. Aus diesen folgt dann:

[S?,5:S;]-
[S%, Hj]_

= [8%,8757 + 875y + 5757 =
=0
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- = [517 lscls]—:(_l)&qdiszy
is|]— = [57 zscls]* :(_1>JSUZSZ:B

[S% nis]- = [S% cleis)- =0 (70)

(—1)%44(S*SY + SYS%)
[SYSY ny]- = (—1)°%i(SYS¥ 4 S¥SY)
(5757 ni]- = 0 (71)
(S ni]- = 0
[S% nunig) - = 0 = [S* Hy]l- =0 (72)

Damit vertauscht S? = S*S% 4 S¥SY + S*S% mit H,, H;, Hy, N und selbstvestindlich auch
mit SZ.

6 Der Basisraum

Die gesuchten Zustandsfunktionen werden als Liniearkombinationen der Basisvektoren dar-

gestellt.
di

) = Z L) (73)

n=1
Hier sollen Moglichkeiten gezeigt werden, die Basisvektoren |1),,) darzustellen beziehungswei-
se dem Index n zuzuordnen. Wenn nicht anders erwihnt, beziehen sich die Zahlenbeispiele
auf ein 16-Platz-System. Im Allgemeinen kann jeder Platz durch zwei Fermionen, die sich
durch ihren Spin unterscheiden, besetzt sein. Ein Basisvektor sieht dann beispielsweise fol-
gendermaflen aus:

= |00 00 00 11 10 01 00 01 00 01 10 00 01 00 00 01>

In diesem Beispiel sitzen up-Spins an den Plétzen 1, 4, 7, 9, 11 und 13. Auf den Platzen
6, 12 und 13 sitzen down-Spins. Platz 13 ist durch 2 Fermionen besetzt. Fiir jeden Platz
werden 2 bit bendttigt, um alle moglichen Besetzungen darzustellen. Im Heisenbergmodell
[15][17] wéren pro Platz nur 1 bit nétig. Ohne Berticksichtigung der Vertauschungen benotigt
man zur Darstellung eines Zustandes d1 = 4! = 4294967 296 Basisvektoren. Beim t-J-
Modell werden doppelt besetzte Plitze ausgeschlossen. Damit reduziert sich die Anzahl
der Basisvektoren bzw. der moglichen Spin-Konfigurationen fiir ein 16-Platz-System auf
dl = 31 = 43046 721. Zur Speicherung aller Vektorkomponenten a,, benétigt man bei Ver-
wendung von 8-Byte-Realzahlen 328.5 Megabyte Speicherplatz. Beriicksichtigt man nun die
guten Quantenzahlen, so veringert sich die Anzahl der Basisvektoren d1 zum Teil erheb-
lich. In Tabelle 1 ist die Abhéngigkeit der Vektorgrofle d1 bei verschiedenen Quantenzahlen
dargestellt. Sie wéchst sehr schnell mit zunehmender Zahl der Locher (16 — N). Man kann
eine festgelegte Zahl von up- und down-Spins (und Leerstellen) auf d1 verschiedene Art und
Weise auf die 16 Pléitze verteilen. Die méglichen Basiszusténde sind so als Permutation mit
Wiederholung aufzufassen. Dementsprechend berechnet sich d1 wie folgt.

16!
(16 — N)IN!

(74)

d1(N) = 2N (75)
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N dl(N> ‘Sz|max dl(N7’SZ|maX) |Sz‘min dl(Nv‘SZ‘min)
0 1 0/2 1 0 1
1 32 1/2 16 1/2 16
2 480 2/2 120 0 240
3 4480 3/2 560 1/2 1680
4 29120 4/2 1820 0 10920
5| 139776 5/2 4368 | 1/2 43 680
6| 512512 6/2 8008 0 160 160
711464320 7/2 11440 1/2 400 400
813294720 8/2 12870 0 900900
9| 5857280 9/2 11440 1/2 1441440

10 | 8200192 10/2 8008 0 2018016

11 | 8945664 11/2 4 368 1/2 2018016

12| 7454720 12/2 1820 0 1681680

13| 4587520 13/2 560 1/2 960 960

141 1966 080 14/2 120 0 411840

15| 524288 15/2 16 1/2 102 960

16 65536 16/2 1 0 12870

Tabelle 1: Anzahl der Vektorkomponenten d1 in Abhéngigkeit von den Quantenzahlen N
und S* beim 16-Platz-Fermionensystem ohne doppelbesetzte Platze fiir das t-J-Modell

z 16! 16!
dL(N, %) = (16 — N)IN,ING! (16 — N)I(E — 5215 + 57)!1 (76)
Bei der Verwendung von 32-bit-Integerzahlen zur Darstellung der Basiskonfigurationdarf
das 32-te Bit nicht als Voreichenbit interpretiert werden. Das heifit, auf Rechenoperationen
wie div und mod ist zu verzichten. Statt dessen werden im Programm nur die shift-, or-
und and-Operationen verwendet. Diese behandeln das Vorzeichenbit wie alle anderen Bits.
Fehlinterpretationen werden so von vornherein vermieden.

6.1 Kodierung

Dieser Abschnitt soll verschiedene Methoden erértern, jedem Basiszustand |v,,) einen Index
n zuzuordnen. Der umgekehrte Fall kann durch eine einfache Tabelle realisiert werden. Eine
Kodierung der genannten Art ist notwendig, da eine Tabelle, die direkt {iber den Code (74)
indiziert wird, zu grof3 ausfallen wiirde. Im folgenden sollen 2 Verfahren beschrieben werden,
die eine Kodierung ermoglichen, die mit wenig Speicherplatz und Rechenzeit auskommt. Zum
einen ist das die Hashing-Technik [16], zum anderen die Lin-Kodierung [17].

6.2 Hashing

Beim Hashing wird versucht, eine Menge beliebiger Schliissel k; auf die Menge 0...m —1 iiber
Quasizufallsfunktionen abzubilden. Die Schliissel stellen im hiesigen Fall die Spinkonfigura-
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Konfiguration k& h(k)
0011 3 3
0101 5 5
0110 6 6
1001 9 2
1010 10 3
1100 12 5

Tabelle 2: Hashkodierung fiir ein Spin-1/2 System mit 4 Pldtzen, S* = 0 und m=7

tionen der Basisvektoren dar. Die Menge 0...m — 1 ist identisch mit den oben erw&hnten
Indizees. Im einfachsten Fall sieht die Zufallsfunktion wie folgt aus:

h(k) = k mod m (77)

m ist eine Primzahl, die grofler als die Anzahl der zu kodierenden Schliissel d1 ist. Diese Funk-
tion ist sehr leicht zu realisieren und benotigt nur minimale Rechenzeit. Die Hashfunktion
148t sich auch sehr gut fiir sehr lange Schliissel k£ verwinden. Sie sieht dann folgendermafien
aus:

h := k[1]; for j := 2 to ksize do h := ((h * 256) + k[j]) mod m; (78)

ksize ist die Lénge des Schliissels in Byte. Tabelle 2 zeigt ein Beispiel fiir eine Hashkodierung
eines 4-Platz-Heisenbergmodells. Jeder Platz ist durch ein Spin-1/2-Teilchen mit 2 moglichen
Ausrichtungen besetzt. Die Tabelle zeigt auch einen wesentlichen Nachteil des Hashens. Es
ist das Auftreten von Kollisionen. Unter Kollision versteht man, dafl 2 verschiedene Schliissel
k den gleichen Hashwert h erhalten. Dieses Verhalten ist recht unerwiinscht. Die Anzahl der
Kollisionen héngt von der Grofle der Schliissel, deren Anzahl und der gewéahlten Primzahl m
ab. Hier sollen 3 Verfahren gezeigt werden, wie das Problem der Kollision behoben werden
kann. Alle Verfahren erhchen jedoch die Suchzeit und den Speicherplatz. Als erstes soll
das Verfahren der getrennten Verkettung erlautert werden. Hier wird fiir jeden Hashwert
eine Liste (Kette) von Schliisseln mit diesem Hashwert angelegt, die nach Berechnung des
Hashwertes abgesucht werden muss. Da die Listen in der Regel sehr kurz sind, hélt sich die
Suchzeit in Grenzen. Eine weitere Moglichkeit ist das lineare Austesten. Es wird eine Tabelle
mit m Eintragen angelegt. Nachdem zum Schliissel £ der Hashwert h gebildet wurde, wird
zunéchst der h-te Tabelleneintrag darauf untersucht, ob bereits ein Schliissel eingetragen
ist oder nicht. Ist keiner eingetragen so wird der Schliissel k eingefiigt, ansonsten wird
der néchste freie Eintrag gesucht. Dabei konnen im ungiinstigen Fall, noch nicht belegte
Hashwerte anderer Schliissel belegt werden, so dafl sich der Suchprozefl verldngert. Eine
Verbesserung liefert die Technik des doppelten Hashing. Dieses funktioniert im wesentlichen
wie das vorhergehende. Im Kollisionsfall wird jedoch nicht der néchste freie Tabelleneintrag
gesucht. Statt dessen verwendet man eine zweite Hashfunktion, die einen neuen Hashwert
fiir die Tabelle liefert. Diese Verfahren sind ausfiihrlich in [16] beschrieben.
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h  k Konfiguration Bemerkung

0 leer

1 leer

2 9 1001

3 3 0011

4 10 1010 nach ler Kollision
5 5 0101

6 6 0110

7 12 1100 nach 2 Kollisionen

Tabelle 3: Hashkodierung fiir ein Spin-1/2 System mit 4 Plidtzen, S* = 0 und m = 7 mit
linearem Austesten

Konfiguration a-Konf. I, J,(I,) b-Konf. I, J,(,) J=J,+Jp
0011 00 0 0 11 3 1 1
0101 01 1 1 01 1 1 2
0110 01 1 1 10 2 2 3
1001 10 2 3 01 1 1 4
1010 10 2 3 10 2 2 5
1100 11 3 5! 00 0 1 6

Tabelle 4: 2D-Linkodierung fiir ein Spin-1/2 System mit 4 Pldtzen, S* =0

6.3 Zweidimensionale Linkodierung

Fiir die Kodierung von Spinkonfigurationen im Heisenbergmodell hat Lin [17] eine giinsti-
gere Moglichkeit verwendet. Diese 148t sich ebenfalls fiir die in dieser Arbeit betrachteten
Modelle verwenden. Bei dieser Kodierung wird wie folgt vorgegangen. Die Spinkonfiguration
wird in 2 Teile zerlegt. Bei 16 Pldtzen enthalten die beiden so erhaltenen Teile jeweils noch
8 Pléitze. Enthalt I die 16-bit Zahl fiir die Konfiguration |¢,). So enthélt I, die oberen 8 bit
und [, die unteren 8 bit. Den Werten I, und I, werden nun 2 Zahlen J, und J, zugeord-
net, so dafl J = J, + J, fiir jede Konfiguration den gesuchten Index liefert. Zur Kodierung
bendtigt man jetzt nur noch 2 Tabellen J,(1,) und J,(1,) geringerer Grofle. Tabelle 4 zeigt
diese Kodierung wieder fiir das bereits oben erwidhnte 4-Platz Modell. Fiir die Kodierung
aller Basisvektoren des 16-Platz Hubbard-Modells werden so statt 46 Speicherplitzen nur
noch 2 - 4% Speichplitze benétigt. Fiir mehr Plitze bzw. lingere Kodes fiir jede Konfigura-
tionen lassen sich auch dhnliche hoherdimensionale Kodierungsformen finden. Eine solche
n-dimensionale Kodierungsform stellt die Prozedur //2im Anhang dar. Sie ben6tigt nur noch
163 Speicherplitze. Deren Umkehrfunktion /11 wurde ebenfalls im Programm aufgenommen.
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7 Die Hamiltonmatrix

Wie schon in Abschnitt 2 erwdhnt, wird der Hamiltonoperator in Matrixform dargestellt.

H= (Hpn) = (<¢m|f]|¢n>) (79)

Diese Matrix enthiilt d1? Elemente. Das heift, sie 148t sich nur bei sehr kleinen Systemen
komplett abspeichern. Da in der Regel nur néchste oder {ibernéchste Nachbarwechselwirkun-
gen betrachtet werden, verschwinden viele Elemente der Hamiltonmatrix. Es brauchen also
nur relativ wenige Elemente der Matrix berechnet werden. In dem entwickelten Programm-
paket werden die jeweils benotigten Elemente der Matrix immer wieder neu berechnet, wenn
sie zur Diagonalisierung benotigt werden. Die Rechenzeit wéchst damit sehr schnell mit zu-
nehmender Anzahl von Plédtzen. Das ist auch der wichtigste Grund dafiir, das bisher nur
relativ kleine Systeme berechnet wurden.

8 Exakte Diagonalisierung

Um die gesuchten Eigenwerte und Eigenfunktionen zu den entsprechenden Operatoren zu
finden, muf} die oben erwiahnte Matrix diagonalisiert werden. Da nur die Grundzustédnde ge-
sucht sind, erweist sich das Lanczos-Verfahren als besonders giinstig. Lanczosprozeduren zur
Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren basieren auf der Basic-Lanczos-Rekursion
zur Tridiagonalisierung von reellen symmetrischen Matrizen [18]. Die Diagonalisierung der
Matrix wird also auf das einfachere Problem der Diagonalisierung einer tridiagonalen Ma-
trix zuriickgefiihrt. Diese Vorgehensweise liefert noch einige spéter zu erwéhnende Vorteile.
Zunichst soll die Basic Lanczos Rekursion erlautert werden. Ausgangspunkt der Rekursion
ist eine n-reihige und n-spaltige quadratische Matrix A und ein zuféllig generierter Start-
vektor v;. Daraus soll durch schrittweise Iteration die tridiagonale Lanczos Matrix erzeugt
werden.

(a1 by

by as

b
bj a;

Die Transformation sieht in Matrixschreibweise wie folgt aus:
T=V 1AV  oder VT =AV (81)

V ist die Transformationsmatrix mit vy, v, ... als m-zeilige Spaltenvektoren oder auch
Lanczos-Vektoren. Formel 81 sieht spaltenweise aufgeschrieben folgendermafien aus.

AUl = aiv; + b2'U2
AUQ = b2U1 “+ aguy + b3U3
Avg = bg’Ug + aszvs + b4U4
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Avm—l = bm—lvm—Z + Ap—1Vm—1 + bmvm
Av,, = bpUpm—1 + U, (82)

Dieses Gleichungssystem 148t sich durch Auflésen jeder Zeile nach dem letzten Lanczosvektor
in eine iterative Form iiberfiihren.

Vy = (AUl—Cl,l’Ul)/bQ

V3 = (AU2 — Q9Vy — b2v1)/b3

Um = (Avm—l — Qp—1Umpm—1 — bm—lvm—Z)/bm (83)

Die Koeffizienten a; und b; werden so gewahlt, dal jeder Lanczosvektor v; orthogonal
beziiglich seiner Vorgéngervektoren v; _; und v;_5 ist.

a; & o7 Av; i=1,2,..,m (84)
bi+1 déf U;‘CAA?% bl =0 (85)
bfL'JrlUfL'Jrl = AUZ' — A;V; — bivi—l (86)

Schreibt man Gleichung (86) in Matrixform um, so erhélt man fiir jedes j folgende Matrix-
gleichung

AVj = ViT; + bjavjie; (87)
mit V; = [vy,...,v;] als n - j Matrix. e; ist ein Koordinatenvektor dessen j-te Komponente
1 alle anderen Komponenten 0 sind. Die Lanczosprozedur generiert also in jedem Schritt
zu einer reellen symmetrischen Matrix A eine tridiagonale symmetrische Matrix 7. Diese
benotigt wesentlich weniger Speicherplatz als die Ausgangsmatrix und ist bedeutend einfa-
cher strukturiert. Im Programm wird sie in 2 (Quasi-)Vektoren gespeichert. Zu dieser Matrix
konnen nun die Eigenwerte p berechnet werden. Fiir m < M (M ist die GroBe von T') stellt
der Eigenwert von T eine Néherung des Eigenwertes fiir A dar. Mittels inverser Iteration
konnen dann die zu p korrespondierenden Eigenvektoren w berechnet werden.

Tnu = pu (88)

Der Vektor
y = Vuu (89)
stellt dann eine Naherung fiir den gesuchten Eigenvektor der Matrix A dar. Das Lanczos-

verfahren hat nun zwei wichtige Eigenschaften, die es fiir die Berechnung grofler Systeme
besonders niitzlich machen.

1. A geht nur iiber Av; in die Berechnung ein, bei schwach besetzten Matrizen bedeutet
das eine zur Matrixgrofle proportionale Rechenzeit

2. jede Iteration benotigt nur die zwei letzten berechneten Eigenvektoren

Ist v ein Startvektor mit von Null verschiedener Projektion in jedem Eigenvektor von A,
so gilt [18] fiir jedes j < n bei exakter Arithmetik

VIVi=I,  wd  T;=V]AV; (90)

Das heiflt, T' représentiert A im Raum der v;.
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Abbildung 3: 4x4 Gitter mit periodischen Randbedingungen, néchster und iibernéchster
Nachbarwechselwirkung

N, Ny | matrix size d1 | Speicherbedarf Zeitbedarf (100 It.)
8 8 12 870 1 MB 7min 30 s
7T 8 102 960 4 MB 37 min 20 s
7 7 411 840 13MB 2h 40 min
6 6 1 681 680 47MB 32h 44 min

Tabelle 5: Fiir ein 16-Platz System benétigte Rechenresourcen (IBM RISC-6000)

8.1 Berechnungen zum 16-Platz t-J;-J,-Modell

Mit zunehmender Grofle kénnen solche Modelle nur selten analytisch gelost werden. Man
ist vielmehr auf numerische Losungstechniken angewiesen. In diesem Abschnitt sollen nun
einige Ergebnisse fiir ein 16-Platz Modell ermittelt und Probleme erértert werden, die bei
der Behandlung solcher Systeme auftreten. Ausgangspunkt ist ein zweidimensionales Gitter
mit néchster und iibernéchster Nachbarwechselwirkung. Der Hamiltonoperator hat fiir diese
System folgendes Aussehen.

H=tY (&ie+&ha)+h Y S8+ 0 Y 8§ (91)

<ij>s <ij> Lij>

Dabei bedeuten < ij > néchste Nachbarn, und < ij > iibernéchste (diagonale) Nachbarn.
Ohne Loch verschwindet der Hoppingterm, da keine Hiipfprozesse stattfinden kénnen. Das
Modell ist dann identisch zum J;-Jo-Heisenbergmodell. Dagotto [6] und Barnes [5] berechne-
ten bereits einige Grundzustéande fiir dieses Modell bei verschwindendem Diagonalterm Js.
Barnes [5] verwendet wie in der Einleitung bereits erwédhnt einen etwas modifizierten Hei-
senbergterm. Dadurch entsteht wie gesagt jedoch nur eine Energieverschiebung von —8.J;
bei Systemen ohne Loch und eine Verschiebung von —7.J; bei Systemen mit einem Loch. In
Tabelle 6 sind einige Werte aufgefiihrt, die mit dem erstellten Programm berechnet wurden.
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S

13 J Ey Bemerkungen

1.0 0.8 -16.931952

-1.0 1.0 -11.228483 entspricht Heisenberg
1.0 0.2 -2.2456966 (S§S) = 0.00
1.0 0.2 -4.5441010 (§S) = 0.75

-1.0 0.5 -7.0805320
-1.0 0.7 -8.8527059
-1.0 1.0 -11.573680
-1.0 2.0 -20.929656
-1.0 5.0 -50.116749
-1.0 20.0 -198.20394
-1.0 50.0 -494.59538

\1\1\1\1\1\1\1\10000@:2
0O 00 00 0O 00 00 GO GO GO OO O

Tabelle 6: Energie des Grundzustandes des 16-Platz-Sytems fiir ausgewéhlte N,, Ny, t und
J

Die Energie der Grundzustéinde wurde mit denen in verschiedenen Literaturquellen [8] [9]
[5] [6] vorgestellten Ergebnisse verglichen, und bestétigen die Funktionstiichtigkeit des Pro-
grammes. Der Parameter J ist mit J; aus obiger Formel identisch. Bei der Berechnung des
Grundzustandes traten folgende Probleme auf. Zunéchst wurde ein Startvektor gewihlt,
der nur eine Basiskomponennte enthielt. Alle anderen Komponenten wurden 0.0 gesetzt.
Ohne Loch fiihrt die Iteration zum korrekten Grundzustand. Mit Loch erhélt man nicht
die Energie des Grundzustandes, sondern hohere Anregungen. In diesen Féllen verschwin-
det das Skalarprodukt zwischen Grundzustand und Startvektor. Die Iteration verlduft dann
in einem Unterraum des Hilbertraums, der den Grundzustand nicht enthélt. Wahlt man
einen zufilligen Startvektor, so dafl jede Komponente durch eine Zufallszahl gesetzt wird,
vermeidet man solche Fille. Das Skalarprodukt zwischen Grundzustand und Startvektor ver-
schwindet in der Regel nicht. Weiterhin ist beim System mit Loch eine von den Parametern
abhéngige Entartung festzustellen. Der Grad der Entartung kann mit dem Programmpa-
ket auf folgende Art und Weise festgesellt werden. Man berechnet mit dem Programm aus
verschiedenen Startvektoren die Grundzustidnde und orthogonalisiert diese zueinander, bis
keine orthogonale Komponenten mehr auftreten.

Im folgenden sollen einige Ergebnisse dargestellt werden. Es wurden die Grundzustédnde
in Abhéngigkeit vom Parameter J, berechnet. In Tabelle 7 ist der Grad der Entartung
bei den entsprechenden Parametern und im t-J-Modell mit einem Loch aufgefiihrt. Zu den
Grundzustdnden wurden verschiedene Korrelationsfunktionen ermittelt. Beriicksichtigt man
die Symmetrien des Systems, kommt man zu folgenden Relationen.

- =

( R 1?+(1,0)> = { R 1?+(0,1)> = { R 1?+(3,0)> = R 1?+(0,3)> = (5152) (92)
(Sg ﬁ+(2,o)> = (Sg ﬁ+(0,2)> = (5153) (93)
( R ﬁ+(1,1)> = ( R ﬁ+(1,3)> = ( R ﬁ+(3,1)> = ( R ﬁ+(3,3)> = (515) (94)
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Jo ‘ 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 1.1
t=-0.2| 4 4 4 2 2 2 2 2 2 1 1 1
t=-5.0] 6 2 2 2 2 2 4 4 4 4 4 4

Tabelle 7: Entartungsgrad des Grundzustandes beim t-J-Modell mit 16 Platzen, einem Loch
und verschiedenen Parametern t
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Abbildung 4: Energie des Grundzustandes beim zweidimensionalen t-.J;-Jo-Modell mit 16
Plétzen ohne Loch (¢) und mit einem Loch und ¢ = —0.2 (o) bzw. t = —5.0 (e). Alle GréBen
beziehen sich auf J; = 1.
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- =

( R ﬁ+(1,2)> = ( R ﬁ+(2,1)> = ( R ﬁ+(3,2)> = ( R ﬁ+(2,3)> = (S5157) (95)
<§R§ﬁ+(2,2)> - <§1§11> (96)

Das Quadrat der Untergittermagnetisierung kann unter Beriicksichtigung aller Symetrien
wie folgt berechnet werden:

A A
(My)? = <(N Y S = N > 7i(51S;) (97)
=1 =1
Tiea = +1 Tiep = —1

A und B sind die 2 Untergitter des Systems. Zu A gehoren die Gitterpunkte 1, 3, 6, 8, 9,
11, 14 und 16. Zum Untergitter B gehoren die Punkte 2, 4, 5, 7, 10, 12, 13 und 15.

1 X Lo
IMP = 5 D mil(S15)] (98)
=1
N/2 N/2 L
(Msa N/2 Zz_l Tza z = N iaZ:1 Ti,a<515i> (99)

Tia = £1, a=A,B,

Summiert wird hier jeweils nur {iber ein Untergitter. Der Abbildung 4 kann man entnehmen,
das sich das Energiemaximum des Grundzustandes iiber den Parameter J, mit wachsendem
Betrag des Hoppingintegrals zu kleineren .J, verschiebt. Eine Verschiebung der Extremas
ist auch bei den Korrelationen zu erkennen. Fiir betragsmaflig groflere Hoppingintegrale
scheint sich bei bestimmten J5/J; ein Level-Crossing zu befinden. Das heifit, der Zustand
tiefster Energie wechselt sprunghaft in einen anderen Zustand. Durch weitere Rechnungen
kann dieser Sachverhalt genauer untersucht werden.
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Abbildung 5: Korrelationsfunktion ($;5,) im Grundzustand beim ¢-.J;-Jo-Modell mit 16
Pldtzen ohne Loch (¢) und mit einem Loch und ¢ = —0.2 (o) bzw. ¢ = —5.0 (e). Alle
GroBlen beziehen sich auf J; = 1.
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Abbildung 6: Korrelation (§1§3> im Grundzustand beim t-.J;-Jy-Modell mit 16 Pliatzen ohne
Loch (¢) und mit einem Loch und ¢t = —0.2 (o) bzw. t = —5.0 (e). Alle Gréfien beziehen
sich auf J; = 1.
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Abbildung 7: Korrelation (S;Ss) im Grundzustand beim zweidimensionalen ¢-.J;-.Jo-Modell
mit 16 Pliatzen ohne Loch (¢) und mit einem Loch und t = —0.2 (o) bzw. t = —5.0 (e). Alle
GroBlen beziehen sich auf J; = 1.
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Abbildung 8: Korrelation (S5;57) im Grundzustand beim zweidimensionalen ¢-.J;-.Jo-Modell
mit 16 Plitzen ohne Loch (¢) und mit einem Loch und ¢ = —0.2 (o) bzw. t = —5.0 (e). Alle
Groflen beziehen sich auf J; = 1.
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Abbildung 9: Korrelation <§1 5’11) im Grundzustand beim zweidimensionalen ¢-.J;-J5-Modell
mit 16 Pliatzen ohne Loch (¢) und mit einem Loch und t = —0.2 (o) bzw. t = —5.0 (e). Alle
GroBlen beziehen sich auf J; = 1.
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Abbildung 10: Untergittermagnetisierung (M,)? im Grundzustand beim ¢-.J;-Jo-Modell mit
16 Plidtzen ohne Loch (¢) und mit einem Loch und t = —0.2 (o) bzw. t = —5.0 (e). Alle
Groflen beziehen sich auf J; = 1.
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Abbildung 11: Untergittermagnetisierung |M,|?> im Grundzustand beim ¢-J;-Jo-Modell mit
16 Plétzen ohne Loch (¢) und mit einem Loch und ¢ = —0.2 (o) bzw. t = —5.0 (e). Alle
GroBlen beziehen sich auf J; = 1.
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Abbildung 12: Untergittermagnetisierung (M, ,)? im Grundzustand beim ¢-J;-.Jo-Modell mit
16 Plidtzen ohne Loch (¢) und mit einem Loch und t = —0.2 (o) bzw. t = —5.0 (e). Alle
Groflen beziehen sich auf J; = 1.
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Abbildung 13: Geometrie des 2-dimensionalen 8-Platz-Gitters fiir das Hubbardmodell

U E, E, E, Bemerkungen
1| —8.492203 —8.739323 —9.182626 | s = 0,nicht entartet
2| —9.246918 —9.713176 —10.47214
51 —12.96283 —13.71674 —14.85484
0| —21.57773 —22.20890 —23.26870

1

Tabelle 8: Berechnete Grundenergien des Hubbardmodells mit 8 Pldtzen ohne Loch und
S* = 0 fiir verschiedene Startvektoren a) |.. .. .. .. du du du du), b) |.. .. .. .u d. du du du)
und c¢) zufillig und bei verschiedenen U, bezogen auf t = —1

8.2 Berechnungen zum 8-Platz-Hubbard-Modell

Um zu zeigen, dafl das Programm auch fiir das Hubbardmodell korrekte Ergebnisse liefert,
werden in diesem Abschnitt die Energien des Grundzustandes fiir verschiedene Parameter
berechnet. Diese werden dann mit Dagottos [6] Ergebnissen verglichen. Zunéchst soll der
Hamiltonoperator fiir das ein-Band-Hubbard-Modell aufgeschrieben werden.

H=t Y (¢hejs+ &5sCis) + U D (i — %)(ﬁid - %) (100)
<ij>,s i

Summiert wird iiber alle néchste Nachbarn < 45 > und Spins s = (u, d) beziehungsweise
iiber alle Plédtze . Zur Berechnung eines Grundzustandes sind auf einer IBM RISC Sy-
stem /6000 580 etwa 0.3 Megabyte Speicher und bis zu 30s Rechenzeit notig. Die Wahl des
richtigen Startvektors ist hier unbedingt zu beachten. In Tabelle 8 wird dieser Sachverhalt
deutlich. Es wurde die Iteration mit zwei definierten Startvektoren und einem Zufallsstart-
vektor durchgefiihrt. Dabei liegen die ersten beiden Startvektoren ungiinstig. Am Ende der
[teration erhélt man somit immer angeregte Zustande. Bei Nutzung des Zufallsvektors erhélt
man dagegen immer den Grundzustand. Die darauf folgende Abbildung zeigt die Energie des
Grundzustandes fiir Systeme ohne und mit einem Loch. Die Ergebnisse stimmen mit Dagot-
tos [6] iiberein. Der Grundzustand ist fiir NV, =4 und Ny =4 fiir t = —1 und U > 0.1..100
nicht entartet. Der Erwartungswert (g S ) ist 0. Fiir U = 0.01 ist der Grundzustand 4-fach
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Abbildung 14: E/U (E=Grundenergie) des Hubbardmodells mit 8 Plétzen ohne Loch (o)
und S% = 0 und mit einem Loch (o) und S* = —1/2 bei verschiedenen U, bezogen auf
t=—1

entartet. Mit Loch (V, = 3, Ny = 4) ist der Grundzustand fiir ¢ = —1 und U = 1..10
4-fach entartet. Der Erwartungswert (SS) ist hier 3.75 (s = 1.5). Bei U = 20 ist der Grund-
zustand 6-fach entartet und s = 2.5. Bei U = 40 ist s = 3.5 maximal und der Grundzustand
nicht mehr entartet.

37



9 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde gezeigt, wie kleine fermionische Systeme prinzipiell gelost werden
konnen. Im forderen Teil wurden sehr kleine Systeme analytisch berechnet. Diese sollen den
Leser mit der Materie vertraut machen. Der zweite Teil dieser Arbeit beschéftigt sich mit
der Berechnung groflerer, analytisch nicht mehr zu berechnender Modelle. Der Schwerpunkt
liegt hier auf der Beschreibung der zur Berechnung dieser Modelle benutzten Lanczospro-
zedur. Auf diese stiitzt sich das im Anhang befindliche Programmpaket. Das Funktionieren
des Programmes wurde mit Hilfe des Vergleiches erhaltener Eigenwerte und Korrelationen
mit denen aus verschiedenen Literaturquellen und den analytisch berechneten Modellen
bestétigt. Zukiinftige Erweiterungen sollen die Zuordnung verschiedener entarteter Grund-
zustinde zu bestimmten Vektoren k des reziproken Raumes ermoglichen. Desweiteren ist
eine Verkiirzung der Programmlaufzeit (weniger Iterationen) durch giinstigere Wahl des
Startvektors zum Beispiel als Neélzustand mdoglich und auch wiinschenswert.
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10

10.1

Anhang

Programmbeschreibung

Wichtige Variablen:

nw:
iw:

wt:

wij:

n:

nu:
nd:

nl:
n2:
nev:
nam:
ew:

ev:

itr:
v0..v2:
11,12:
io:

Anzahl der Bindungspaare (zum Beispiel néchster Nachbarn)
Liste der Bindungspartner, (0,3 = Bindung Platz 1 mit Platz 3)
Liste der Hoppingintegrale

Liste der Austauschwechselwirkungen

Anzahl der Platze

Quantenzahl N, des zu untersuchenden Unterraums
Quantenzahl Ny des zu untersuchenden Unterraums

Anzahl der Basiskonfigurationen bzw. Gréfie der Matrix H
Léange der 2 benotigten LIN-Tabellen

Maximale Anzahl zu bestimmender Eigenvektoren zu Eigenwerten
Filename fiir Gruppe orthonormierter Eigenvektoren

Platz fiir kleinste Eigenwerte

Platz fiir Eigenvektoren

Anzahl benotigter Iterationen

Zwischenvariablen fiir Zustandsvektoren

Tabelle der Basiskonfigurationen und LIN-Tabellen

Nummer des Hamiltonoperators, es sind 3 vordefiniert

Hauptprogramm (EW=Eigenwert, EV=Eigenvektor)

PAINI, SZ - Lintabelle anlegen, Basisraum ermitteln

RANDVEC - zufaelligen Startvektor waehlen

INC1,INCV1 - EW und EV bestimmen

IORTHO - EV zu anderen orthonormieren

SAVEVEC - EV sichern

CHECKI - diverse Erwartungswerte berechnen

Entartungsgrad—+1

RETURN bei Fehler in IORTHO
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Programm INC1 (mit vy als Startvektor)

CLRVEC - vy = (0,0, ..)

1 =1..150

MLTPLY - a; =< v1Hyy >, Vg = Huvy + vy

bi = [|vo — a;v1]|

BISEC - Eigenwerte aus Tridiagonalmatrix

Konvergenz oder i=150 ? (ja,nein)

VECI12 - EVs der Tridiagonalmatrix

RETURN

Vg =01, V1= (Uo - CLz'Ul)/bz‘7 vg = —b;vy
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Liste aller verwendeten Prozeduren:

tjModell: Hauptprogramm zur Bestimmung des Grundzustandes + Entartung
itime: liefert Laufzeit in Sekunden

iortho: Orthonormierung zweier Vektoren

randvec: Erzeugung eines zufélligen normierten (Start-)Vektors
normiere: Normierung eines Vektors

outHmatrix: (teilweise) Ausgabe der Basis und der Hamiltonmatrix

fak: Berechnung der Fakultét

np: Berechnung der Permutation mit Wiederholung von 3 Elementen
paini: Belegt Array mit Permutationswerten (spart Neuberechnungen)
iplatz: Selektiert Besetzung eines Platzes (leer,up,down)

11: Zuordnung Zahl zu Spinkonfiguration

112: Zuordnung Spinkonfiguration zu Zahl

ckfg: Spinkonfiguration darstellen

SZ: Lintabelle anlegen

lin: Linkodierung wie [I2

hamilton: Hamiltonoperator, berechnet v; = Hwvg

mltply: Berechnung pd = (v Hvy) und vy = Hvy + vy

clrvec: 0-Vektor erzeugen, eventuell 7v-te Komponente 1.0 setzen
savevec: Vektor speichern

loadvec: Vektor laden

lanz1: Eigenvektor und Eigenwert ohne explizite Tridiagonalisierung
incl: Tridiagonalisierung und Eigenwerte bestimmen

bisec: kleinste Eigenwerte einer tridiagonalen symmetrischen Matrix
vecl2: Eigenvektoren einer tridiagonalen symmetrischen Matrix

incvl: Transformation der Eigenvektoren iiber inverse Iteration
checkl: Berechnung diverser Erwartungswerte und Korrelationen
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10.2 Programm

¢ Fortranprogramm zur Berechnung kleiner fermionischer Systeme
¢ hier speziell: T-J-Modell
¢ Kodierung: | . 4 . . u d u .>
C lo 2 0 0 1 2 1 0>
c |00 10 00 00 01 10 01 00> => 8096+64+32+4=8196
c Platznummer: 7 6 5 4 3 2 1 O
C max: nl = 2 018 016
C n2 = 65 536
c size: nev*nl*8 + nl*4+n2x8 + 24xnl = nl1(8nev+28)+530k
o
BLOCK DATA
implicit real*8 (a-h,o-z),integer*4 (i-n)
common/bw /nw,iw(2,256) /brw/wt(256) ,wj(256) I nw=0..256
¢ --- 2D-4#4-Platzsystem(32ww) ----
c ——— iw(1,i) muss kleiner als iw(2,i) sein !!!
¢ --- iw -> Wechselwirkungen zwischen je 2 Plaetzen (Nr=PlatzNr-1)
data nw/64/
data iw/0, 1, 1, 2, 2, 3, 0, 3, 4, 5, 5,6, 6,7, 4,7,
+ 8, 9, 9,10, 10,11, 8,11, 12,13, 13,14, 14,15, 12,15,
+ o0, 4, 4, 8, 8,12, 0,12, 1, 5, 5,9, 9,13, 1,13,
+ 2, 6, 6,10, 10,14, 2,14, 3, 7, 7,11, 11,15, 3,15,
+ 0, 5, 5,10, 10,15, 15, O, 1, 6, 6,11, 11,12, 1,12,
+ 2,7, 7,8, 8,13, 2,13, 3, 4, 4,9, 9,14, 3,14,
+ o, r, 7,10, 10,13, 0,13, 1, 4, 4,11, 11,14, 1,14,
+ 2, 5, 5,8, 8,15, 2,15, 3, 6, 6,9, 9,12, 3,12,
+ 384x0/
data wt/32%-5.0d0, 224%0.0d0/ ! 0.5,1.0,2.0,5.0
data wj/32*% 1.0d0,32* 0.0d0,192%0.0d0/
| mmmmmmm e 4-Platz --———==---———————
c data nw/6/
C data iw/0,1, 1,2, 2,3, 0,3, 0,2, 1,3, 500%0/
C data wt/4*-1.0dO, 252* 0.0d0/
c data wj/4* 1.0d0,2* 0.0d0, 250% 0.0d0/
e 8-Platz --—-—-————————————— -
c data nw/32/
C I 2-Platz-Wechselwirkungen: NR-O entspricht hier Platz 1 etc.
c I NR-1.Platz muss kleiner NR-2.Platz sein -> proc_hamilton
c | im 8er alle geraden/ungeraden Plaetze je ein Untergitter
C data iw/5,6, 6,7, 2,7, 0,7, 1,2, 2,3, 3,6, 3,4, ! nn
c + 4,7, 4,5, 0,5, 2,5, 0,3, 0,1, 1,4, 1,6, ! nn
C + 2,6, 4,6, 3,7, 5,7, 0,2, 2,6, 1,3, 3,7, ! nnn (diagonalen)
c + 0,4, 4,6, 1,5, 5,7, 0,2, 0,4, 1,3, 1,5, ! nnn alle 2fach im 8er
C + 448%0/
c data wt/16%-1.0d0, 240%0.0d0/
C data wj/16% 1.0d0, 240%0.5d0/

END

42



program tjModell

implicit real*8 (a-h,o0-z),integerx4

(i-n)

! nev=1..4

c parameter (n=16,nu=5,nd=5,n1=2 018 016,n2=2**16-1,nev=1)
parameter (n=16,nu=7,nd=8,nl= 102 960,n2=2**16-1,nev=1)
c parameter (n=16,nu=8,nd=8,nl1= 12 870,n2=2**16-1,nev=1)
e parameter (n=16,nu=6,nd=6,n1=1 681 680,n2=2**16-1,nev=1)
c parameter (n= 8,nu=3,nd=4,nl= 280,n2=2%* 8-1,nev=1)
c parameter (n= 4,nu=2,nd=2,nl= 6,n2=2%* 4-1 nev=1)
c parameter (n= 4,nu=1,nd=3,nl= 4 n2=2%* 4-1,nev=1)
C parameter (n= 4,nu=1,nd=2,nl= 12,n2=2%* 4-1 nev=1)
c parameter (n= 4,nu=0,nd=3,nl= 4 n2=2%* 4-1,nev=1)
c parameter (n= 4,nu=1,nd=1,nl= 12,n2=2%% 4-1,nev=1)
C parameter (n= 4,nu=0,nd=2,nl= 6,n2=2%* 4-1 nev=1)
c parameter (n= 4,nu=0,nd=1,nl= 4 n2=2%* 4-1,nev=1)
character*12 nam
integer*1 inam(12)
equivalence (nam,inam(1))
common/be /ew(4),iv,itr,ev(nl,nev)
common/bv /v0(nl),v1i(nl),v2(nl)
common/bl /11(n1),12(2,0:n2)
common/bw /nw,iw(2,256) /brw/wt(256) ,wj(256) /operator/io
nam="s161f.tj1 ? ! Dateiname fuer Vektoren
call srand(0.5) | Zufallsgenerator initialisieren
if (n1.ne.np(n-nu-nd,nu,nd))stop ’Fehler ni<>n!/(no!nu!nd!)’
if (n2.ne.2%*n-1) stop ’Fehler n2<>2x*n-1’
¢ ——- i0=0 Op=t(i,j) (cp(i)c(j)+h.c.)+j(i,3)(S(1)S(j)-ninj/4)
¢ -—- io0=1 Op=t(i,j) (cp(i)c(j)+h.c.)+j(1,j)(8(1)S())
c —-- io0=2 0p=Sx*S
call paini(n) ! beschleunigt SZ um das 4fache
call sz(n,nu,nd,ni,n2,11,12) I LINcodetabelle anlegen
10 idio=1 ! Operator-nr.
iv=1 ! DB: 1..n1 -> Startvector, Entartung
write(*,’ (5(A4,13),4(A4,F5.2)))
+ ’iv=’,iv,’io=’,io,’n=’,n,’nu=’,nu, ’nd=’,nd,
+ 2t1=" ,wt(1),’t2=" ,wt(aw),’j1=",wj(1),’j2=",wj(nw)
| call outHmatrix(vO,vl,n,nl1,n2,11,12) ! H-Matrix und Basis
75 write(x,’(A,I8)7°) ’ iv=’,iv ! Nr. Startvektor
I call clrvec(nl,vO0,iv) | oder LOADVEC
! call lanzi(n,nl,n2,nev,v0,vl,v2,ew,iv,itr,11,12) ! EW SAVEVEC

! definierter Startvektor
call randvec(vl,nl) ! zufaelliger Startvektor
call savevec(nl,vl,’startvec >) ! Startvektor speichern
call incl (n,n1,n2,nev,v0,vl,v2,ew,iv,itr,11,12) ! EW

I call clrvec(nl,vl,iv) ! definierter Startvektor
call loadvec(nl,vl,’startvec >) | Startvektor laden

call incvi(n,n1,n2,nev,v0,vl,v2,iv,itr,ev,11,12) ! EV

I call clrvec(nl,vl,iv)
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69

85

67

71

10

20

30

40
50

do 69,j=1,n1 ! nev=1 nur Grundzustand!

v0(j)=ev(j,1) ! nev=2 fuer 1. Anregung
do 85,i2=1,iv-1 ! zu anderen EVs orthonormieren
inam(4)=48+i2 | Dateinamen aendern
call loadvec(nl,vl,nam) ! anderen EV laden
if (iortho(v0,vl,n1).eq.1) goto 67 ! vermutlich letzter entarteter EV
continue I Ende Schleife i2
inam(4)=48+iv | Dateinamen aendern
call savevec(nl,v0,nam) ! 7,8s16->800K
call checkl(n,nl1,n2,v0,v1,11,12) | diverse Erwartungswerte und Fehler
iv=iv+l ! Entartungsgrad + 1
goto 75 ! Ende Schleife iv (anderer EV)
continue ! Entartungsgrad gefunden
write(*,’ (A,I3,A,I6,A)’) ° Entartung=’,iv-1,’ t=’,itime(),’s’
inam(5)=inam(5)+1 ! neuer Filename
do 71,i=33,64 ! j2 aendern
wj(i)=wj(i)+0.1 ! Schrittweite j2/j1
if (wj(nw) .1t.1.2d0) goto 10 ! Lintab nur beim 1. Lauf!
end
---- Zeit in s (1a=315576008) ———————=——=———————————————————————
integer*4 function itime() I liefert Laufzeit in Sekunden
itime = mclock()/100 ! je nach FORTRAN-Version
end

--—- orthonormiere vO zu vl - -——————----------—-————————
integer*4 function iortho(v0,vl,nl) ! O=ok,l=parallel

implicit real*8 (a-h,o-z),integer*4 (i-n)

dimension v0(nl),v1(nl)

r1=0.0d0

do 10,i=1,n1

ri=ri+v0(i)*v1(i)

if (abs(rl) .1t.0.99999d0) goto 20

write(*,’ (A)’) ’ Fehler proc_iortho, vO und vl parallel’

iortho=1 I returncode fehler

return

if (abs(r1).1t.1.0d-20) goto 50 ! ist bereits orthogonal

r2=0.0d0 ! gleich normieren, geht schneller!

do 30,i=1,n1

vO(i)=v0(i)-ri*vi(i)

r2=r2+v0(i)*vO0 (i)

continue

r2=1.0d0/sqrt (r2)

do 40,i=1,n1
v0(1)=v0(i)*r2

iortho=0 ! returncode ok.
end

---— Zufallsvector erzeugen ———-———————————-—-—-————————————————————
subroutine randvec(vO,nl)
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implicit real*8 (a-h,o-z),integer*4 (i-n)
dimension v0(n1)
do 10,i=1,n1
10 v0(i)=2.0d0*rand()-1.0d0 ! zwischen -1 und +1
call normiere(v0O,n1)
end
c ——— ———- normiere v —————————————————— -
subroutine normiere(v0,nl) I 0-Vector wird nicht normiert
implicit real*8 (a-h,o0-z),integer*4 (i-n)
dimension v0(n1)
r=0.0d0
do 10,i=1,n1
10 r=r+v0(i)*v0(i)
if (abs(r).gt.1.0d-20) goto 20
write(*,’ (A)’) ’ Fehler bei proc_normiere, 0-Vector’
return
20 r=1.0d0/sqrt(r)
do 30,i=1,n1
30  vO(i)=vO(i)*r
end
c ——— ———- H-Matrix ausgeben --------———--—--------———-——————————————————
subroutine outHmatrix(vO,vl,n,n1,n2,11,12)
implicit real*8 (a-h,o-z),integer*4 (i-n)
character*16 CKFg
dimension vO(n1),vi(n1),11(n1),12(2,0:n2)
if (n.gt.4) goto 30 ! ausfuehrlich bei kleinen Matrizen
write(*,’ (3H B=,12A16)’) (ckfg(n,11(i)),i=1,n1)
write(*,’ (3H H=)’)
do 20 i=1,n1
call clrvec(nl,v0,i)
call hamilton(vO,v1,n,n1,n2,11,12)
write(x,’(3H  ,8F10.6)’) (vi(ii),ii=1,n1)
20 continue
30 end
c ——= -—-- Fakultaet - --———-------—"--————
real*8 function fak(i)
implicit real*8 (a-h,o-z),integer*4 (i-n)
a=1.0 ! wegen Groesse als REAL-Zahl
do 10, j=2,1
10 a=axj
fak=a
end
¢ --- Permutation mit Wiederholung (3 Elemente) ---—---—-—-———————————-
integer*4 function np(no,nu,nd)
implicit real*8 (a-h,o-z),integer*4 (i-n)
np=NINT (fak (no+nu+nd) /fak(no) /fak(nu)/fak(nd))
end
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c ——-

20

c ———

30

31
32

33
34

35
36

c ———

Permutationsmatrix belegen, spart Neuberechnungen ------——-—----—-
subroutine paini(n)

implicit real*8 (a-h,o-z),integer*4 (i-n)
common/bpa/npa(0:16,0:16,0:16)

do 20 i1=0,n,1

do 20 i2=0,n-il1,1

do 20 i3=0,n-i1-i2,1

npa(il,i2,i3)=np(il1,i2,i3)

end

Besetzung (0..3) am Platz i(0..n-1) in code j(O..4**n-1)
integer*4 function iplatz(i,j)

implicit real*8 (a-h,o-z),integer*4 (i-n)
iplatz=iand(ishft(j,-2%1i),3)

end

Inp: Index des Basiszustandes, Out: Bitmuster des Basiszustandes
integer*4 function 111(ii,n,nu,nd)
implicit real*8 (a-h,o-z),integer*4 (i-n)
common/bpa/npa(0:16,0:16,0:16)

3=0

io=n-nu-nd

iu=nu

id=nd

i=ii

if (io.le.0) goto 32

if (i.gt.npa(io-1,iu,id)) goto 31
j=j*4

io=io-1

goto 30

i=i-npa(io-1,iu,id)

if (iu.le.0) goto 34

if (i.gt.npa(io,iu-1,id)) goto 33
j=ior(j*4,1)

iu=iu-1

goto 30

i=i-npa(io,iu-1,id)

if (id.le.0) goto 36

if (i.gt.npa(io,iu,id-1)) goto 35
j=ior(j*4,2)

id=id-1

goto 30

i=i-npa(io,iu,id-1)

111=j

end

Inp: Bitmuster des Basiszustandes, Out: Index des Basiszustandes
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37

40

10

integer*4 function 112(ii,n,nu,nd)
implicit real*8 (a-h,o-z),integer*4 (i-n)
common/bpa/npa(0:16,0:16,0:16)
io=n-nu-nd
iu=nu
id=nd
j=1
do 37, i=1,n
il=iplatz(n-i,ii)
if ((i1.gt.0).and.(io.gt.0)) j=j+npa(io-1,iu,id)
if ((il.gt.1).and. (iu.gt.0)) j=j+npa(io,iu-1,id)
if (il.eq.0) io=io-1
if (il.eq.1) iu=iu-1
if (il.eq.2) id=id-1
continue
112=j
end

Ausgabe der Spinkonfiguration als Textstring zB:
character*16 function ckfg(n,ic)

implicit real*8 (a-h,o-z),integer*4 (i-n)
character str*16,s2x1(4)

data s2 /’.’,’u’,’d’,°3’/ ! =
str=’ ’ 'au =
do 40, i=0,n-1 I'd =
str(16-i:16-i)=s2(iplatz(i,ic)+1) 1 3 =
ckfg=str

end

Berechnung der Umsetzungstabellen
Out: Tabellen 11,12 fuer 2D-Lincodierung
subroutine sz(n,nu,nd,nl1,n2,11,12)
implicit real*8 (a-h,o-z),integer*4 (i-n)
character*16 ckfg
common/bpa/npa(0:16,0:16,0:16)
dimension 11(n1),12(2,0:n2)
ja=0
jb=0

ibx=0
do 10,i=0,n2

12(1,i)=-1

12(2,i)=-1

continue

write(x,’ (A17,5A6)°) ’code’,’ib’,’ia’,’jb’,’ja’,’

do 50 icnt=1,n1
i=111(icnt,n,nu,nd)
ia=iand(i,2%*n-1)
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50

ib=ishft(i,-n)
if (ib.eq.ibx)then
ja=ja+i
else
ibx=ib
ja=1
jb=icnt-1
endif
ierr=0
if (ja+jb.ne.icnt) ierr=1 ! Kontrolle zur Sicherheit!
if(112(i,n,nu,nd) .ne.icnt) ierr=2 ! Vergleich mit nD-Lincodierung
if((12(1,ia).ne.-1).and. (12(1,ia) .ne.ja)) ierr=3
if ((12(2,1ib) .ne.-1) .and. (12(2,ib) .ne.jb)) ierr=4
if ((icnt.1t.20).or.
if((ierr.ne.0))
write(x,’ (A17,516,12)’) ckfg(n,i),ib,ia,jb,ja,icnt,ierr
if (ierr.ne.0) stop ’Fehler in Lincodierung’
11(icnt)=i
12(1,ia)=ja
12(2,ib)=jb
continue
end

¢ —-—- Umrechnung Index <-> Spinkonfiguration -----————---—----——--—————-

integer*4 function lin(i,n,n2,12)
implicit real*8 (a-h,o0-z),integer*4 (i-n)
dimension 12(2,0:n2)
ia=iand(i,ishft(1,n)-1)
ib=ishft(i,-n)
lin=12(1,ia)+12(2,ib)
end
Hamiltonoperator H(index) | v1>=Hx*|v0>
inp: wn=Anzahl_Bounds,vO, out: vl
subroutine hamilton(vO,vl,n,n1,n2,11,12)
implicit real*8 (a-h,o-z),integer*4 (i-n)
dimension 11(n1),12(2,0:n2),v0(n1),vi(nl)
common/bw /nw,iw(2,256) /bru/wt(256) ,wj(256)
common/operator /io
call clrvec(nl,v1,0)
do 999,i=1,n1

if (io.ne.l.and.io.ne.0) goto 112
do 100, il=1,nw

ib1=11(i)

iwl=iw(1,i1)

iw2=iw(2,1i1)

is=1

do 10,i2=iw(1,i1)+1,iw(2,i1)-1
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10

20

100
112

80

if (btest(ibl,i2*2) .or.btest(ibl,i2%2+1)) is=-is
ipl=iplatz(iwl,ibl)
ip2=iplatz(iw2,ibl)
ib1l=ibl-ishft (ipl,2*iwl)-ishft (ip2,2%iw2)
ii=ieor(ip1,ip2)
if ((ii.eq.2).or.(ii.eq.1)) then ! --- hopping ou,od,uo,do
ib2=ibl+ishft (ip2,2*iwl)+ishft (ipl,2*iw2)
i2=1in(ib2,n,n2,12)
v1(i2)=v1(i2)+is*wt (i1)*v0(i)

endif

if (io.ne.1) goto 20 ! -—- Heisenberg ohne -1/4ninj
if (ipl.eq.ip2.and.ipl.gt.0) then ! --- uu,dd
v1(i)=v1(i)+wj(i1)*0.25*v0 (i)

endif

if (ii.eq.3) then ! =—- ud,du

ib2=ibl+ishft (ip2,2*iwl)+ishft (ipl,2*iw2)
i2=1in(ib2,n,n2,12)

v1(i2)=v1(i2)+wj (i1)*0.50%v0 (i)

vi(i )=vi(i )-wj(i1)*0.25*%v0(i)

endif
if (io.ne.0) goto 100 ! -—- Heisenberg mit -1/4ninj
if (ii.eq.3) then ! =—-= ud,du

ib2=ibl+ishft (ip2,2*iwl)+ishft (ipl,2*iw2)
i2=1in(ib2,n,n2,12)
v1(i2)=v1(i2)+wj(i1)*0.5%v0(1i)
vi(i )=vi(i )-wj(i1)*0.5%v0(4i)
endif
continue
if (io.ne.2) goto 999 I ——- SS=Sum(SiSi)+2Sum(SiSj)
ib1=11(i)
do 80,iwl1=0,n-1
ipl=iplatz(iwl,ibl)
if (ipl.eq.1.or.ipl.eq.2) v1(i)=v1(i)+0.75*v0(i)
continue
do 200,iwl=0,n-2
do 90,iw2=iwl+1,n-1
ipl=iplatz(iwl,ibl)
ip2=iplatz(iw2,ib1)
if(ipl.gt.0.and.ipl.1t.3.and.ip2.gt.0.and.ip2.1t.3) then

if (ipl.eq.ip2) vi(i)=v1(i)+0.5xv0(i) | SizSjz
if (ipl.ne.ip2) v1(i)=v1(i)-0.5*v0(i) ! 8izSjz
if(ipl.ne.ip2) then I SixSjx+SiySjy

ib2=ieor(ibl,ishft(3,2*iwl)+ishft (3,2*iw2))
i2 =1in(ib2,n,n2,12)
v1(i2)=v1(i2)+v0(i)

endif

endif
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continue
continue
continue
end

Operator SiSj(index)
subroutine opsisj(iwl,iw2,v0,vl,n,nl1,n2,11,12)
implicit real*8 (a-h,o-z),integer*4 (i-n)
dimension 11(n1),12(2,0:n2),v0(nl1),v1i(nl)
call clrvec(nl,v1,0)
do 999,i=1,n1

ib1=11(i)

ipi=iplatz(iwl,ibl)

ip2=iplatz(iw2,ibl)

if (iwl.eq.iw2) then

if(ipl.gt.0)v1(i)=v1(i)+0.75%v0 (1)
else

if(ipl.gt.0.and.ipl.1t.3.and.ip2.gt.0.and.ip2.1t.

if (ipl.eq.ip2) v1(i)=v1(i)+0.25*%v0(1)
if (ipl.ne.ip2) v1(i)=v1(i)-0.25%v0(1i)
if (ipl.ne.ip2) then
ib2=ieor(ibl,ishft(3,2*iwl)+ishft (3,2*iw2))
i2 =1in(ib2,n,n2,12)
v1(i2)=v1(i2)+0.5*%v0 (i)
endif
endif
endif
continue
end

Multiplikationen pd=<v1xH*v1>,vO=H*v1+v0
Inp: vO,vl Out:v0,pd Use:v2

subroutine mltply(vl,v0,v2,pd,n,nl1,n2,11,12)
implicit real*8 (a-h,o-z),integer*4 (i-n)
dimension vO0(n1),v1(nl),v2(nl)

call hamilton(vl,v2,n,nl1,n2,11,12)
pd=0.d0

do 20,j=1,n1

v0(j)=v0(j)+v2(j)

pd=pd+v1(j)*v2(j)

continue

end

extra, sonst fehler

3) then

-—-- S8izSjz

--- S8izSjz

--- SixSjx+SiySjy

-—= Clear Vector ————————————————————————————— -

subroutine clrvec(nl,vx,iv)

implicit real*8 (a-h,o0-z), integer*4 (i-n)
dimension vx(nl)

do 10,i=1,n1

20



10
c ——-
c ——-
c ———
c ——-
2
C
4

vx(i)=0.40
if(iv.gt.0) vx(iv)=1.0d0
end
--- Save Vector —--—--—-—-——————-—-—-—m o
subroutine savevec(nl,vx,nam)
implicit real*8 (a-h,o0-z), integer*4 (i-n)
dimension vx(nl)
character*12 nam
open(2,FILE=nam,FORM=’UNFORMATTED’)
write(2) (vx(j),j=1,n1)
close(2)
end
--- Load Vector —--—-—-—-——————-—-—-—mmm e
subroutine loadvec(nl,vx,nam)
implicit real*8 (a-h,o0-z), integer*4 (i-n)
dimension vx(nl)
character*12 nam
open(2,FILE=nam,FORM=’UNFORMATTED’)
read(2) (vx(j),j=1,n1)
close(2)
end
—--- Berechnung des kleinsten EW mit Lanczos (Gagliano)
Inp: iv QOut: vO,itr,ew Wrk: vl
subroutine lanzl(n,nl,n2,nev,v0,vl,v2,ew,iv,itr,11,12)
implicit real*8 (a-h,o0-z),integer*4 (i-n)
dimension v0(nl1),v1i(nl),v2(nl),ew(4),11(nl1),12(2,0:n2)
eps=1d-10 ! EPS=0.00005 WAR STANDARD FUER 12 SPINS !!
write(*,’(A,e8.1)’) ’ subroutine lanzl eps=’,EPS
itr=nev+iv ! no operation
Itr=0
ew2=ewl
itr=itr+1
if(n1.1t.9) write(*,’(3H i=,13,5H v=,8£f10.6)’) itr,v0
call hamilton(vO,vl,n,nl1,n2,11,12)
call hamilton(vl,v2,n,nl1,n2,11,12)
H =0.
HH =0.
HHH=O0.
D04I=1,N1
R =v0(I)
H =H+R*v1(I)
HH =HH+R*v2(I)
HHH=HHH+v1 (1) *v2(I)
CONTINUE
B =DSQRT (HH-H*H)
IF(B.LT.1.E-6) GOTO 6
F =(HHH-3.*H*HH+2.*H*H*H) / (2. *B*B*B)
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18

20
22

ALF=F-SQRT (1.+Fx*F)

EW1=H+B*ALF I 72727777
A =1./SQRT(1.+ALF*ALF)

AK =A*ALF/B

D05,I=1,N1

v0 (I)=(A-AK*H) *v0 (I)+AK*v1(I)
ewl=h

write(*,’ (3H I=,I3,6H ew=,F12.7,3H t=,I5)’) itr,h,itime()
write(*,’ (3H I=,1I3,12H H,HH,HHH,B=,4E10.3)’) itr,h,hh,hhh,b

if(itr.1t.2) goto 2

er =ewl

if(er.eq.0) er=1.0

IF (ABS((ew2-ewl) /er) .GT.EPS) GOTO
if(n1.1t.9) write(x,’(3H i=,I3,5H
ew(1)=ewl

END

2

! Tteration beenden 7
v=,8f10.6)’) itr,v0

-—— Berechnung der kleinsten EW mit Lanczos ----——--—-------——-—-

Inp: iv Out: a,b,itr,ew Wrk: vO,vl

subroutine inci(n,nl,n2,nev,v0,vl,v2,ew,iv,itr,11,12)

implicit real*8 (a-h,o0-z),integer*4 (i-n)

dimension v0(nl),v1i(nl),v2(nl),ew(4),et(4),11(n1),12(2,0:n2)

common/vecdat/a(150) ,b(150),c(150,5)

write(*,’(A)’) ’ subroutine incl’
i=iv+nev

call clrvec(nl,v0,0)

eps=1.d-10

do 100,i=1,150

call mltply(vl,v0,v2,pd,n,n1,n2,11,12) !

al=pd

a(i)=al

b1=0.0d0

do 50,j=1,n1
b1=b1+(v0(j)-al*v1(j))**2
bl=sqrt(b1l)

b(i)=b1l

itr=i

NO OPERATION (dummy)
Initialisierung

Genauigkeit fuer bisec
Iteration
pd=<v1xH*v1>,vO=H*v1+v0,v2=H*v1

if(nl1.1t.9.0r.(i.ge.20.and.mod(i,5).eq.0))then ! Konvergenztest

call bisec(a,b,i,4,eps,ew)

write(*,’ (4H ew=,4d14.7,3H i=,I3,3H t=,16,1Hs)’) ew,i,itime()
if(i.eq.20.0r.(n1.1t.9.and.i.eq.1)) goto 20

ri=ew(1)
if (abs(r1l).1t.0.5d4-10) r1=1.0

if (abs((et(2)-ew(2))/rl) .gt.1.0d-10) goto 20 ! oder ew(1,3,4)
if (nev.gt.0) call vecl2(i,nev,ew)

return
do 22,j=1,4
et(j)=ew(j)
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20

30

if(i.ge.150) then
write(*,’ (A)’) ’ keine Konvergenz nach 150 Schritten’

goto 18 ! Abbruch (goto 100)
endif
endif
if (bl.le.0.5d-20) then I 0.5d-30 division durch O

write(*,’(A,I3)’) ’> b(i) zu klein bei i=’,i
call bisec(a,b,i,1,eps,ew)

goto 18 ! stop ’Fehler bei Iter.’

endif

do 110 j=1,n1

t1=v1(j)
t2=(v0(j)-al*v1(j)) /bl
vO(j)=-blxtl

v1i(j)=t2

continue

continue

end

Inp: a,b=Tridiagonalmatrix(TM) ,nn=dimension der matrix
ne=anzahl zu berechnender ew,ep=genauigkeit

Out: ew Eigenwerte der TM
subroutine bisec(a,b,nn,ne,ep,ew)
implicit real*8 (a-h,o-z),integer*4 (i-n)
dimension a(nn),b(nn),b2(2000),ew(4)
if (nn.gt.2000) stop ’Fehler bisec.nn>2000’
if(ne.gt.nn) stop ’Fehler bisec.nn<ne’
range=abs (a(1))+abs(b(1)) ! bound initiieren
do 10,k=2,nn-1
range=max (range,abs (b(k-1))+abs (a(k))+abs(b(k)))
range=max (range, abs(b(an-1))+abs(a(nn)))
range=-range
b2(1)=0.4d0
do 20,i=2,nn
b2(1)=b(i-1)*x*2
epa=abs (range) *ep
do 30,i=1,ne
ew(i)=-range
rb=range
do 100,k=1,ne ! bisection methode
ra=ew (k)

do 110,j=1,100

rc=(ra+rb)/2.d40

if (abs(ra-rb) .1t.epa)goto 100

numneg=0

g=1.d0

ipass=0
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do 120,i=1,nn
if (ipass.eq.0)then
g=rc-a(i)-b2(i)/g
else if(ipass.eq.1)then
ipass=2
else
g=rc-a(i)
ipass=0
endif
if (ipass.eq.0)then
if(g.le.0.d0)numneg=numneg+1
if(abs(g) .le.abs(b2(i)*epax*ep))ipass=1
endif
120 continue
numneg=nn-numneg
if (numneg.1lt.k)then
rb=rc
else
ra=rc
do 130,i=k,min(numneg,ne)
130 ew(i)=rc
endif
110 continue
100 continue
end

¢ ——— EVs einer Tridiagonalen Matrix mit inverser Iteration
c -—-- nn 1 Matrixgroesse
subroutine vecl12(nn,nev,ew)
implicit real*8 (a-h,o-z),integer*4 (i-n)
dimension ew(4)
common/vecdat/a(150) ,b(150),c(150,5)
common/wrk/di (2000) ,b1(2000) ,bu(2000) ,bv (2000) ,cm(2000) ,1ex(2000)
if(nn.gt.2000) stop ’Fehler vecl12.nn>2000°
do 10,k=1,nev
do 100,j=1,nn
di(j)=ew(k)-a(j)
bl(j)=-b(j)
bu(j)=-b(j)
100  continue
do 110 j=1,nn-1 ! LU decomposition
if (abs(di(j)).gt.abs(b1(j)))then
lex(j)=0 ! non pivoting
if (abs(di(j)).1t.1.d-40)di(j)=1.d-40
cm(j+1)=b1(3)/di(j)
di (3+1)=di (j+1)-cm(j+1) *bu(j)
bv(3)=0.d0
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110

120

140

150
130

170

180

else ! pivoting
lex(j)=1
em(§+1)=di (§) /b1 (5)
di(j)=bl(j)
s=bu(j)
bu(j)=di(j+1)
bv (j)=bu(j+1)
di(j+1)=s-cm(j+1)*bu(j)
bu(j+1)= -cm(j+1)*bv(j)

end if
continue
if (abs(di(nn)).1t.1.d-40)di(nn)=1.d-40
do 120 j=1,nn I initial vector
c(j,k)=1.d0/(j*5.d0)
if(k.eq.1)then ! degeneracy check up
km=k ! => Entartung?
else if (abs(EW(k)-EW(km)).gt.1.d-13)then
km=k
else
do 130 i=km,k-1
prd=0.d0

do 140 j=1,nn
prd=prd+c(j,i)*c(j,k)

do 150 j=1,nn
c(j,k)=c(j,k)-prd*c(j,i)

continue
end if
do 160 1=1,k-km+3 ! inverse iteration
if((1.ne.1).or.(k.ne.km))then
do 170 j=1,nn-1 ! forward substitution

if (lex(j) .eq.0)then
c(j+1,k)=c(j+1,k)-cm(j+1) *c(j,k)
else
s=c(j,k)
c(j,k)=c(j+1,k)
c(j+1,k)=s-cm(j+1)*c(j,k)
end if
continue
end if
do 180 j=nn,1,-1 ! backward substitution
s=c(j,k)
if(j.le.nn-1)s=s-bu(j)*c(j+1,k)
if(j.le.nn-2)s=s-bv(j)*c(j+2,k)
c(§,k)=s/di(j)
continue
dnorm=0.d0 ! normalisation
do 190 j=1,nn
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190 dnorm=dnorm+c (j,k)**2
if (dnorm.gt.1.d-50)dnorm=1./sqrt (dnorm)
do 200 j=1,nn

200 c(j,k)=c(j,k)*dnorm

160 continue

10 continue

end

€ mmm e e
¢ ——— eigenvector by the Lanczos method
¢ -—- Inp: a,b,c
¢ ——— Qut: vO,vl,ev

subroutine incvl(n,nl,n2,nev,v0,vl,v2,iv,itr,ev,11,12)
implicit real*8 (a-h,o-z),integer*4 (i-n)
dimension vO(n1),vi(nl),ev(nl,nev),11(n1),12(2,0:n2)
common/vecdat/a(150) ,b(150),c(150,5)
write(x,’(A)’) ’ subroutine incvi’
i=iv+nev ! NOP
call clrvec(nl,v0,0) ! Initialisierung
do 20 k=1,nev
do 20 j=1,nl

20  ev(j,k)=c(1,k)*v1(j)

do 100,i=1,itr-1 ! ITteration
call mltply(vl,v0,v2,pd,n,n1,n2,11,12) ! alpha,beta
al=a(i)

b1=b(i)

do 40 k=1,nev
do 40 j=1,n1
40 ev(j,k)=ev(j,k)+c(i+1,k)*(v0(j)-al*xv1(j))/bl
if(i.eq.itr-1) goto 100
do 50 j=1,nl1
t1=v1(j)
t2=(v0(j)-al*v1i(j)) /bl
vO(j)=-blxtl

v1i(j)=t2
50 continue
100 continue
do 200 k=1,nev ! Normalisierung
dnorm=0.d0

do 210 j=1,n1
210  dnorm=dnorm+ev(j,k)**2
dnorm=1/sqrt (dnorm)
do 220 j=1,n1
220 ev(j,k)=ev(j,k)*dnorm
200 continue
end

Cc ——- sk¥xxffkkkkkkx check of the eigenvector and eigenvalue ¥kkkkkkkskskk
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subroutine checkl(n,nl1,n2,v0,v1,11,12)
¢ ——— Inp: vO eigenvector to be checked
¢ == Out: ... rq (H*vO-h*v0)**2
implicit real*8 (a-h,o-z),integer*4 (i-n)
dimension vi(n1),v0(n1),11(n1),12(2,0:n2)
dimension ru(16),rd(16) ,rs(16)
common/vecdat/a(150) ,b(150),c(150,5) /operator/io
write(*,’(A)’) ’ subroutine checkl’
write(*,’ (A8,6d10.3)°) ’x=’,(v0(j),j=1,min(nl,6))
c-——<D----
rh=0.0
rq=0.0
call hamilton(vO,vl,n,nl1,n2,11,12)
do 30,i=1,n1
30 rh=rh+v1(i)*v0(i)
do 40,i=1,n1
40 rg=rq+(v1(i)-rh*v0(i))**2
write(*,’ (2(A8,1pd16.8))’) ’<H>=’,rh,’rq=’,rq ! Fehler=(H*x-h*x) "2
c ——<sg§» """
rh=0.0
rq=0.0
il=io
io=2
call hamilton(vO,vl,n,nl1,n2,11,12)
io=il
do 130,i=1,n1
130 rh=rh+v1(i)*v0(i)
do 140,i=1,n1
140 rg=rq+(v1(i)-rh*v0(i))**2
write(*,’ (2(A8,1pd16.8))°) ’<8S>=’,rh,’rq=’,rq
C === <BiB> mmmmmmm e
do 280,i2=1,1 | n (eine zeile genuegt bei symmetrie)
do 290,i1=1,n
rs(i1)=0.0
call opsisj(i2-1,i1-1,v0,vl,n,nl1,n2,11,12)
do 230,i=1,n1
230 rs(il)=rs(i1)+v1(i)*v0(i)
290 continue
write(*,’ (A8,16f8.5)°) ’ <8iSj>=’,(rs(il),il=1,n)
280 continue
¢ -—- <n> Aufenthaltswahrscheinlichkeiten ----—----------—-—--—mmmc———
do 200,k=1,n
ru(k)=0.0
rd(k)=0.0
do 190,i=1,n1
if (btest(11(i),2%k-2)) ru(k)=ru(k)+v0(i)**2
if (btest(11(i),2%k-1)) rd(k)=rd(k)+v0(i)**2
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190 continue

200 continue
write(*,’ (A8,16£8.5)’) ’<nu>=’, (ru(i),i=1,n)
write(*,’ (A8,16£8.5)’) ’<nd>=’,(rd(i),i=1,n)
end
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