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Teil A

5. Dipol-Anisotropie der kosmischen Hintergrundstrahlung

Die kosmische Hintergrundstrahlung (KMH - kosmischer Mikrowellenhintergrund) ist
sehr homogen. Die grofiten Abweichungen von der Homogenitat (= 0.1 %) sind richtungs-
abhéngig und entstehen durch die Bewegung der Erde relativ zur Hintergrundstrahlung.
Weitere Abweichungen (~ 1072 %) entstanden durch Dichteschwankungen und damit
verbundene Schwankungen der Raumkriimmung zum Zeitpunkt, als Photonen und Ma-
terie entkoppelten.

(a)

(b)

Ein relativ zum Schwerpunkt des KMH ruhender Beobachter O sieht ein Schwarzkor-
per-Spektrum mit isotroper Temperaturverteilung. Die spektrale Energiedichte des
Schwarzkorper-Spektrums bei der Temperatur T wird mit der Planck-Verteilung be-
schrieben
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Zeigen Sie, dass ein Beobachter O’, der sich relativ zur kosmischen Hintergrund-
strahlung mit einer Geschwindigkeit v bewegt und Beobachtungen in einer durch
einen Winkel ¢’ zu seiner Bewegungsrichtung gegebenen Richtung durchfiihrt[l] in
seinem System ein Schwarzkorper-Spektrum mit der Temperatur T’ wahrnimmt, die
zur Temperatur T im Ruhesystem den folgenden Zusammenhang erfiillt

/ T 2 ~1/2 ’
resires po0-5) " e e

Hinweis: Es ist niitzlich, sich vorzustellen, dass die Strahlung senkrecht auf einen De-
tektor mit gegebener Fldche einféllt, und dann zu berechnen, wie grofs eine Flache
senkrecht zur Bewegungsrichtung des Beobachters sein muss, auf die dieselben Pho-
tonen (nun schrag) fallen. Diese senkrechte Flache ist im Bezugssystem des Beobach-
ters und dem der Strahlun£ gleich grofs, weil fiir sie die Langenkontraktion keine
Rolle spielt. Dann ist es sinnvoll, sich zu tiberlegen, wieviele aus einem Raumwin-
kelelement kommende Photonen der Detektor pro Zeitintervall d# empfangt. Die-
selbe Photonenzahl muss ein relativ zur Strahlung ruhender Beobachter sehen, aber
er driickt sie mithilfe der spektralen Photonendichte in seinem Bezugssystem aus.
Gleichsetzung und Verwendung von aus den Lorentztransformationen (und/oder
der Aberrationsformel) folgenden Beziehungen liefert eine Beziehung zwischen den
Photonendichten in den beiden Bezugssystemen, die sich mithilfe der Planck-Vertei-
lung in eine fiir die beobachteten Temperaturen umrechnen ldsst. Hierbei ist zu be-
achten, dass sich die Photonendichte von der Energiedichte unterscheidet (die einen
zusitzlichen Faktor hv enthilt). Auflerdem sei bemerkt, dass (5.1) die Energiedichte
im Volumen beschreibt. Hier betrachten wir die Photonendichte fiir ein Raumwinkel-
element d(2 und miissen damit noch durch 47 dividieren.

Diese aufgrund der Relativbewegung (der Erde) zum Ruhsystem des kosmischen
Mikrowellenhintergrunds auftretende Winkelabhédngigkeit entspricht bis zur ersten

1Wegen der Aberration bedeutet dies, dass die Strahlung aus der Sicht der Quelle unter einem Winkel ¢ ausge-
sandt wurde, wobei cos ¥’ = (cos® +v/c)/(1+ (v/c) cos 9).
2 Also dem Bezugssystem eines Beobachters, fiir den die Strahlung isotrop ist.
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Ordnung in B der Dipol-Anisotropie
T(¢') = To(1 + Bcosd'). (5.3)
Die Dipol-Anisotropie wird mit maximal AT/T = Ty —T/T = 1.2 - 103 gemessen.

Bestimmen Sie die Geschwindigkeit der Erde relativ zum Ruhsystem des kosmischen
Mikrowellenhintergrunds.

Losung:

(a) Wir betrachten zwei Beobachter O und O’. Beobachter O sieht isotrope Schwarz-
korperstrahlung und befindet sich relativ zur Strahlung ,in Ruhe” (wie wére eine
solche Ruhe festzustellen?). Beobachter O’ bewegt sich relativ zu O mit Geschwin-
digkeit v entlang der x-Achse.

Der bewegte Beobachter fiihrt einen Detektor mit sich. Dieser Detektor hat die Fla-
che A’, deren Flichennormale um den Winkel ¢’ gegen seine Bewegungsrichtung
geneigt ist.

Detektorfldche mit Flachenor-
male A’. Sie ist entsprechend
der  Beobachtungsrichtung
von O’ um den Winkel ¢’ zur
seiner Bewegungsrichtung v
geneigt. Aus der Sicht von O
wurde die Strahlung (orange
gestrichelt) unter dem Winkel
¢ ausgesendet.

Der Detektor detektiert Strahlung aus einem Raumwinkelbereich d(2’, die senk-
recht zu seiner Oberfliche einfillt. Alle Photonen, die die Fliche A’ treffen, miis-
sen eine senkrecht zur Bewegungsrichtung von O’ liegende Fliche der Grofe
Ag = A’/ |cos ¥'| passieren, um zu A’ zu gelangen.

Fliache Ay, die senkrecht zur
Bewegungsrichtung steht.

Ao
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Diese Flidche einzufiihren ist bequem, weil sie fiir beide Beobachter dieselbe Ori-
entierung und Grofle hat (das gilt nicht fiir A/, eine Fliche, die in Bewegungs-
richtung der Langenkontraktion unterworfen ist und deren Winkel relativ zur
Bewegungsrichtung fiir beide Beobachter aufgrund der Lorentztransformationen
verschieden ist).

Sei n'(v',9') die spektrale Photonendichte (Zahl von Photonen pro Volumenele-
ment, Frequenzintervall und Raumwinkelelement), die vom Beobachter O’ gese-
hen wird. Im Zeitintervall dt’ detektiert der Detektor dann dN Photonen (Zahl
der Photonen, die Ay erreichen).

dN =n'(v/,¢")dv'dQ' Ag [ccos ¢'| dF (5.4)

Die Photonen kommen aus einem Volumen der Grole dV = Ag |ccos ¥'| dF, da
wegen des schréigen Einfalls ein Schiefzylinder der Hohe |c cos 9| dt’ durchlaufen
wird.

Im korrespondierenden Zeitintervall dt sieht Beobachter O dieselbe Zahl an Pho-
tonen auf dem Detektor von O’ eintreffen, driickt diese aber in den Grofien seines
Bezugssystem aus. Die Flache bewegt sich aus seiner Sicht mit der Geschwindig-
keit v in x—Richtung den Photonen entgegen. Das heifst hier kommen alle Photo-
nen an, die im Volumen dV = Ay |v + c cos 9| dt liegen.

dN = n(v)dvdQ Ag |v + ccos ¢| dt (5.5)

O’ wiirde aufgrund seiner Bewegung auch dann Photonen einsammeln, wenn die
in Ruhe wiren. Da O isotrope Hintergrundstrahlung sieht, hiangt n(v) nicht noch
von einem Winkel ab.

Ay

cdt

/{T([t ’Udt
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Die Transformationen zwischen den beiden Bezugssystemen lauten

dt’ = it (5.6a)
,  cos®+pB
cost = 15 Beosd T Bosd (5.6b)
dQ
I r
d)' =dedcos? = 21+ poos By (5.6¢)
v =vy(1+ Bcos®). (5.6d)

Damit lassen sich die beiden Photonendichten ineinander umrechnen. Dazu driic-
ken wir die Groflen in X durch die in X' aus.

dN =#'(v,¢") dv'dQQ' Ag c cos &' dt’
dQ c cos¥ +f dt
Y?(1+ Bcos 8)? 0 1+ pBcost v

Ap (ccos® +v)dt

=n'(V,¥)dvy(1+ Bcos?)

dQ

Y%(1+ Bcos 9)?
2
=n'(V,¥)dv dQ://—,on (ccos® +v)dt

=n'(v,9¢)dv

Nun konnen wir dies mit (5.5) gleichsetzen und erhalten

n'(v,9) =nv) <11//,>2 (5.7)

Mit der planckschen Strahlungsformel lésst sich die Transformation der Frequen-
zen in eine Transformation der Temperaturen umrechnen.

2
2v/ 1
3 '
¢ e —1

n'(Wv,9) = (5.8)

73
[aus ;87 1 ]

3w
e —1

Setzen wir diesen Zusammenhang und den analogen Zusammenhang fiir n(9) in
Gleichung[5.7)ein, so erhalten wir

/

' I v 1%

bzw. unter Verwendung von (5.6b) und (5.6d) schlussendlich die gesuchte Bezie-
hung
)= —— (5.10)
v(1—Bcos?)’ ’

Anmerkung: beschreibt die gut bekannte Zeitdilatation. ist die Glei-
chung fiir die stellare Aberration, mit der wir uns in der Aufgabe Stellare Aberra-
tion schon ausfiihrlich beschéftigt haben. Hieraus gewinnt man (5.6d). Setze dazu
x" = cos®?, x = cos ¢ und bilde das totale Differential

(1 P\, 1-F .1
= <1+ﬁx B (1+/3X>2) W= T g™ = 2y g
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Bleibt noch (5.6d), die wie folgt hergeleitet werden kann. Wenn O Strahlung der
Wellenldnge A beobachtet, so empfingt O’ dann aufgrund der Langenkontraktion
Wellenberge im Abstand von A’ = A/4. Er bewegt sich mit der Geschwindigkeit
v = vey im Winkel ¢ zur Beobachtungsrichtung eg. In der Zeit T’ zwischen zwei
Wellenbergen legt er dann eine Strecke von v - eg = vcos® - T’ parallel zu e
zuriick. Damit verdndert sich seine wahrgenommene Periodendauer:
A= l)&
i

(c+vcosd) T = icT

1 v 1+ Ycosd
T/:—T /: 1 —_ e c
7(1+§c0519) = v 7( +Ccos19)1/ _ﬁv

/
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Vergleich zwischen den Bewegungen im Winkel & und senkrecht zur
Signalrichtung. Bewegt sich der Beobachter im Winkel ¢, so kommt er dem
Signal um Al = vcos 9T' entgegen - das Signal hat bis dahin den Weg
cT' = A" — Al zurtickgelegt.

(b) Entwickeln wir Gleichung (5.10) bis zur ersten Ordnung in B. Die umstindliche
Methode besteht darin, erst die Ableitung

dT"  cosd'T 1/2 T B

dp ~ (1—Bcos?)? (1-F) ~ 1—PBcos? (1-p1)"

zu berechnen und das in die iibliche Formel fiir Taylorreihen einzusetzen. Damit
ergibt sich als Ndherung erster Ordnung

a1’
dB |-

Einfacher ist es nattirlich, die Reihenentwicklungen von
1/1—x)=1+x+x>+...

VIi—xZ=1-1x2+...

zu verwenden, das liefert direkt

T'(¢)~T+ B=T(1+pcos?)

und

1/2 1

T=T1-F) 1— Bcost’

=T (1+Bcos?) + O(p). (5.11)
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Die maximale gemessene Anisotropie betragt bei T}, = T’(0) ca. 1.2 - 1073
T .—T T(1 —-T
12103 = Tnx =T _TAFP =T _ (5.12)

T T

und somit v ~ 3601%“. Das ist die Geschwindigkeit der Erde oder der Sonne relativ
zum kosmischen Mikrowellenhintergrund (je nachdem, ob die Temperaturdaten
nicht hinsichtlich der Relativbewegung der Erde zur Sonne korrigiert sind oder
doch). Man interessiert sich aber insbesondere fiir die Bewegung der Milchstrafle
oder der ganzen lokalen Gruppe relativ zu diesem Hintergrund. Die Hauptkor-
rektur, die man anbringen muss, um hierfiir eine verniinftige Zahl zu bekommen,
ist die Berticksichtigung der Rotation der Sonne um den Milchstraflenmittelpunkt
(ca. 2701%“). Fiir die Bewegung der lokalen Gruppe ergibt sich v ~ 6001%“.

6. Chandrasekhar-Masse 11 Pkt.

Wenn ein Stern seinen nuklearen Brennstoff erschopft hat, bleibt ihm als einzige Mog-
lichkeit, den durch die Gravitation erzeugten Druck auszugleichen, der Widerstand, den
ein Fermigas aufgrund des paulischen Ausschlieffungsprinzips seiner Kompression entge-
gensetzt. Ein entartetes Fermigas hat selbst bei verschwindender Temperatur noch einen
endlichen Druck.

Wie Chandrasekhar zeigte, reicht dieser Gegendruck nicht aus, den Stern zu stabilisieren,
wenn seine Masse einen gewissen Grenzwert {iberschreitet. Unterhalb dieser Grenzmasse
ist das Endstadium des Lebens eines Sterns die Existenz als Weifser Zwerg, dessen mecha-
nisches Gleichgewicht durch die Entartung des Elektronengases aufrecht erhalten wird.
Liegt die Masse des Sterns oberhalb der Grenzmasse, so kann durch Rekombination von
Elektronen und Protonen zu Neutronen aus dem Weifien Zwerg ein Neutronenstern mit
mehr als milliardenfach hoherer Dichte entstehen, stabilisiert durch den Entartungsdruck
der Neutronen. Ist jedoch die Masse zu hoch, so reicht auch dieser Druck nicht zur Stabili-
sierung des Sterns und es entsteht ein schwarzes Loch.

Wir wollen in dieser Aufgabe einige der Uberlegungen nachvollziehen, die die Existenz
einer Grenzmasse zeigen und diese auch abschétzen.

(a) Begriinden Sie, dass fiir mechanisches Gleichgewicht einer kugelsymmetrischen Mas- (2 Pkt.)
senverteilung unter ihrer Eigengravitation gelten muss

dp __ m(np(r) 61

dr r2 !

wo p(r) der Druck im Abstand r vom Zentrum, m(r) die in der Kugel vom Radius r
eingeschlossenen Teilmasse und p(r) die lokale Dichte beim Abstand r ist. G ist die
Gravitationskonstante.

Hinweis: Betrachten Sie die Krafte auf ein Volumenelement d A dr zwischen den Orten

rund r + dr.
(b) Zeigen Sie dann (1 Pkt.)
dp _ o m(r)
dm — _G47T1’4 ) 62)
Hinweis: Was ist dm /dr fiir eine Kugelschale?
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(c) Zeigen Sie, dass der Ausdruck (3 Pkt.)

Gm?(r)
87rré

eine (streng) monoton fallende Funktion von r ist. Beniitzen Sie das, um zu zeigen,
dass fiir den Druck pz im Zentrum des Sterns gelten muss

GM?

wobei M und R Gesamtmasse und -radius des Sterns sind.
Hinweis: Uberlegen Sie sich, dass lim,_,o m(r)/r*> = 0.

(d) Der Entartungsdruck eines nichtrelativistischen Elektronengases ist (3 Pkt.)

13\ 12 5
PE = 20 <7_[> WTEH ’ (6.5)

wobei m, = 9.11 x 103! kg die Elektronenmasse und 7 die lokale Anzahldichte der
Elektronen ist. [Eine grobe Ndherung wére n = p/(m, + m,) mit m, der (bekannten)
Protonenmasse.] h = 6.62 x 1073 Js ist das plancksche Wirkungsquantum.

Ersetzen Sie n durch die mittlere Anzahldichte des Sterns und berechnen Sie den Ra-
dius, den der Stern nicht iiberschreiten darf, damit der Entartungsdruck (6.5) dem
Gravitationsdruck (6.4) die Waage halten kann. Nehmen Sie zwecks Erhalt eines Zah-
lenwerts M = Mg an.

(e) Es zeigt sich, dass die benotigten Dichten so grofs werden, dass die Elektronen auf- (2 Pkt.)
grund der Heisenbergschen Unscharferelation relativistische Geschwindigkeiten er-
reichen. Dann gilt aber nicht mehr die Zustandsgleichung (6.5) sondern stattdessen
die relativistische Gleichung

1 /3\'?
PE = 16 (n) hen/3 (6.6)

(Warum tritt hierin wohl die Elektronenmasse nicht mehr auf?)
Wieso kann der Stern nun den Gravitationsdruck (6.4) nicht mehr durch Verkleine-
rung seines Radius ausgleichen? Wie grof3 ist die Masse, oberhalb derer p den Wert

pz nicht mehr erreichen kann? Wie viele Sonnenmassen Mg sind das? Unser Ergebnis
ist nattirlich nur eine Ndherung. Wie konnte man es im Prinzip verbessern?

Losung:

(a) Betrachte ein Volumenelement, das sich vom Radius 7 zur Radius 7 + dr erstreckt
im Kréftegleichgewicht. dV = dAdr, dm = pdV.

Wirkende Krifte:
1. Gravitationskraft: nur die Masse m(r) innerhalb der Kugel mit Radius r tragt
bei
E, = _Gm(r)p(rz) dAdr
r
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2. Druckkraft von innen: F, = p(r) dA
3. Druckkraft von aufien: F, = —p(r +dr)dA = — (p(r) +dp) dA
Gleichgewicht:
F,+F,+F,=0
dp _ m(r)p(r)
i G 2 , q.e.d.
(b) Nun betrachte man die gesamte Kugelschale zwischen r und r + dr
~ dm = 4nr?pdr = i—’f = 4mr?p
dp
dp _dpdr G o) 67
dm — drdm dm " 4mrt '
dr

(c) Vorbemerkung: Das Zielergebnis dieser Teilaufgabe, namlich, dass der Druck pz

im Zentrum des Sterns erfiillt p; > GM?2/(87tR*), lasst sich sehr viel leichter er-
halten als mit der in der Aufgabenstellung vorgeschlagenen Methode. Allerdings
ermoglicht die vorgeschlagene Methode, wie wir spiter sehen werden, eine Ver-
besserung der Abschidtzung, die der hier angegebene kurze Weg nicht liefert. Aus
Gleichung (6.7) schliefSen wir, dass gilt

dp m(r)
el R
dm — G47‘[R4 ’

dennr < Rund eine Vergrofierung des Nenners verkleinert den Betrag des Bruchs,
vergrofiert ihn also, weil er negativ ist. Integration tiber m von der Gesamtmasse
M bis null liefert

= p(0) = p(O) —p(1) = [ I
M M
:—/ %dm> G
o dm 0

47tR4
Losen wir die Teilaufgabe noch mit dem vorgeschlagenen Trick (den wir unserem
Repertoire hinzuftigen sollten)

. Gm* M GM?
- 8mR4lo  8mRY

(+)

5— ot Gm?2(r)
P=F 8mrt
. dp_dp Gm(r)dm Gm*(r) _[dp  Gm(r)]dm Gm*(r)
dr dr 47t dr 27> |dm o 4mrt | dr 27115
©n:=0
dj _ Gm?(r)
ar = 2 <0 (6.8)

womit gezeigt ist, dass p eine monoton fallende Funktion von r ist.
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Nun betrachten wir p bei r = 0 und bei r = R. Es gilt

. Gm2(r) sz(r)
p(0) =p(0) +}ao 87 Pz +£»0 8rrrd

und zur Abschédtzung des Grenzwertes konnen wir die Regel von de 1'Hospital
anwenden, um zu zeigen
m(r) m'(r)

: o oy () iy =
M Ty TR SOy =0

Alternativ:

m(r) ~ p(O)%rr3 (r —0) = limM = limp(O)%rr =0.

r—0 7’2 r—0

(Das korrekte asymptotische Verhalten fiir kleine r ungleich Null liefert nur die
zweite Methode.)

Damit erhalten wir, dass im Zentrum des Sterns f und p tibereinstimmen:
p0) =pz.

Bei r = R gilt offenbar p(r) = 0, denn an der Oberfliche des Sterns grenzt der an
das Vakuum (in guter Naherung) und dessen Druck ist Null. Damit wird
Gm*(R)  GM?

8TR*  8mR*’
Wegen (6.8) (die Funktion f féllt mir R) muss dann gelten

P(R) =0+

~ - GM?
pz =p(0) > p(R) = 3RY q-e.d. (6.9)

Anmerkung: Ausgehend von der Definition von f(r) lasst sich diese Abschitzung
leicht verbessern. Wir setzen einfach

~ ooy [0dp R dp B3 R Gm?(
p(0) — P(R) = md 0 [
und schétzen m(r fo 4mp(r 2 dr’ nach unten ab. Wir gehen davon aus, dass

die Massendichte p( ) eine monoton fallende Funktion des Radius ist. Das muss
dann auch fiir die mittlere Dichte

v om(r) 3 T2
p(r):m:—/op(r)err

1/-3

des Volumens bis zum Radius r gelten. Man sehe:

do_ 3p(r) —3g rp(r’)r’z dr = SM <0,

dr r r* Jo r

denn die Dichte am Radius r muss kleiner sein als die mittlere Dichte bis zum
Radius r, wenn die Dichte selbst als Funktion des Radius monoton fillt. Sei p =
p(R) die mittlere Dichte des gesamten Sterns, dann gilt

4773 m2(r 47\ 2
mn = = e ()

r
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und wir erhalten die Abschitzung

2 2 R 2
o S -2 () & [ - S
4TGR? M \*> GM?
9 (47IR3/3> " 47RY’
GM? _ GM?
PZ‘WZWZ'
e 2 35M2 610

Die neue untere Schranke fiir den Gravitationsdruck im Zentrum ist also dreimal
so grof$ wie die nach der ersten Abschitzung.

(d) Inder Formel(6.5) fiir den nichtrelativistischen Entartungsdruck eines Elektronen-
gases sollte die Teilchendichte n der Elektronen durch

n=_—FP 6.11)
Me + 1M,

abgeschitzt werden. Dies wiirde einer chemischen Zusammensetzung des Sterns
nur aus Protonen und Elektronen entsprechen. Etwas realistischer ware wohl die
Annahme, dass etwa die Hélfte der Nukleonen Neutronen sind (denn die Haupt-
masse eines weifsen Zwergs besteht aus Atomkernen des Vorgangersterns, also
z.B. Helimukernen, wenn kein Heliumbrennen eintrat, Kohlenstoff- und Stick-
stoffkernen, wenn kein Neonbrennen eintrat) dann wéren = p/(m, +m p+ my) ~
p/2m, eine verniinftige Abschatzung, also etwa die Halfte der sich aus (6.11) er-
gebenden Elektronendichte. Wir setzen
m, m, 4nR3m,’

Durch die erste Abschidtzung wird n sicher tiberschétzt, durch die zweite in einem
groflen Teil des Sterns unterschétzt, da natiirlich § < p(r) und im Zentrum um
einen Faktor der GréB8enordnung 100 kleiner ist. Der Entartungsdruck pg aus (6.5)
nimmt mit diesen Abschdtzungen die Form

1 /73\%3 12 7/ 3\ / M\*3 1
p=+~1|= — | — — — (6.12)
20\ m, \4m my R5
an. Der Entartungsdruck muss dem Gravitationsdruck des Sterns das Gleichge-
wicht halten, was im Zentrum des Sterns zu der Beziehung

= :~0 —t ~ >~R
pe=pz=p0) 2= = prxpz>pR)

L, GM?
p=ap(R) = “W

fihrt. « ist ein Faktor, von dem wir annehmen, dass er von der Groflenordung
eins ist. Wére die linke Seite der exakte Entartungsdruck, wiissten wir, dass a
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mindestens drei (siehe (6.10)) sein muss. Aber p ist ja auch nur eine Ndherung
(fr pg). Wir erhalten

1 /3\*2/3\*® 3 n2 /M\°®1 GM?
SO () 28 (k) h-e
wo die linke Seite mit 1/ R° variiert, die rechte mit 1/R*. Nach Multiplikation mit

R* bleibt als einzige R-Abhéngigkeit ein 1/R links, d.h. wir kénnen leicht nach R
auflosen:

Ro13 (9N 1 1
w10 \ 472 M, mg/3 GM/3 "
Der numerische Vorfaktor ist % (l ) 2/3

1 = 0.112, was mit M = M, zu folgenden
7T
Zahlenwerten fiihrt:

(6.62 x 103 kgm?/s)”

9.11 x 103 kg
y 1 1

(1.66 x 10-27)°/3 (2 x 10%0)!/3 kg? 6.67 x 10~ 1'm?/ (kg s?)
1 y 0.112 x 6.622 108 o
& 9.11 x 1.665/3 x 21/3 x 6.67 10731 x 10-45 x 1010 x 1011

1
= &2.75 x 10*km .

R:1><0.112><
o

Mit « = 1 ist dieser Radius etwas grof8 fiir einen weiflen Zwerg, von denen die
meisten weniger als den zweifachen Erdradius haben. Mit # = 3 wird das Ergeb-
nis eine recht gute Ndherung, denn weifse Zwerge mit einem Radius von 9000 km,
also nicht ganz dem anderthalbfachen Erdradius sind bei etwa 60% der Sonnen-
masse zu erwarten. Bei Sonnenmasse sollte der Radius etwa einem Erdradius (=
6370 km) entsprechen. Das wiirde man bei a = 4.3 erhalten.

(e) Dass die relativistische Formel fiir den Entartungsdruck die Elektronenmasse nicht
mehr enthilt, liegt daran, dass fiir relativistische Elektronen der Beitrag der Mas-
se zur Gesamtenergie vernachlédssigbar ist. (Sie wird durch die kinetische Energie
dominiert.)

Ersetzt man in der relativistischen Formel (6.6) fiir den Entartungsdruck die An-
zahldichte der Elektronen durch die mittlere Massendichte, dividiert durch eine
Protonenmasse, so findet man

1 /3\1/3 3NY3 M\ YB
p = — [— hC JRE— - -
16 \ 47 mp R4
Folgern wir wie gehabt

PE =Pz = p=ap(R),

so erhalten wir diesmal die interessante Beziehung

1/ 9\ 3 M\*?® 1 GM?
() Bae(M) L 0
16 (4712> 47 my R 8nRY
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das heifit, in der Gleichgewichtsbedingung tritt der Radius gar nicht mehr auf!
Die einzige physikalische Variable des Problems ist noch die Masse. Die Gleichge-
wichtsbedingung ist also nur mit eine bestimmten Masse erreichbar, sie ist nicht
durch Variation des Radius erfiillbar. Mit wachsender Masse steigt die rechte Sei-
te der Gleichung schneller als die linke = oberhalb einer Grenzmasse ist kein
Gleichgewicht mehr moglich. Nach der Formel sieht es so aus, als wére auch un-
terhalb der Grenzmasse kein Gleichgewicht moglich; doch unterhalb dieser Mas-
se ist ein Teil des Elektronengases noch nichtrelativistisch; die verbleibende R-
Abhéngigkeit ermoglicht einen Gleichgewichtszustand.

Nach der Masse kann aufgelost werden:

as 13 9 \Phe 147
a8 \ 472 G my,

o i3/2i ES/ZL.
8w 27 \ G m%,

1/2
Der Ausdruck (%) ist bis auf einen Zahlenfaktor der Grofienordung eins iden-
tisch mit der sogenannten Planck-Masse.

Zahlenwerte:

3/2 —34 2 8 3/2
M= 1 « 0.1096 x 6.62 x 10 kgfn /s x 3 x10°m/s
6.67 x 10~1m3/ (kgs?)

X 1 5
(1.66 x 10-% kg)
=a %2 x 6465 x 10" kg = 3.230/* M,

Mit & = 1 wire diese Masse ein bisschen zu hoch (weil wir den Gravitationsdruck
zu niedrig geschitzt haben). Die wirkliche Grenzmasse liegt bei M = 1.44M,),
was einem a-Wert von ca. 1.71 entspricht.

Tatsdchlich haben wir zwei relativ grobe Ndherungen gemacht. Einmal haben wir
den Gravitationsdruck im Zentrum nur abgeschitzt, wobei Gl. (6.10) zeigt, dass
(6.9) nur eine ziemlich ungenaue untere Schranke ist. Zum anderen haben wir die
Dichte durch die mittlere Dichte ersetzt. Beides kann verbessert werden, indem
die Differentialgleichung (6.1)) fiir den Druck mit einer realistischen Zustandsglei-
chung gelost wird, die den relativistischen und den nichtrelativistischen Grenzfall
enthalt.

Die Losungen zu den Aufgaben im Teil A werden zu dem unten genannten Termin hoch-
geladen.
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Teil B

3. Symmetrien des riemannschen Kriimmungstensors 7 Pkt.

Der riemannsche Kriitmmungstensor ist in der Vorlesung definiert durch
i _ i i n i n i
Rigm = Tkt = Tht o Dkl = L L -
Fiir eine Diskussion aller Symmetrien des Tensors ist es niitzlich, alle seine Indizes ko-

variant zu machen, d.h. Ry, = gi]-Rj «m Zu betrachten. Beweisen Sie die im Folgenden
aufgefiihrten Symmetrierelationen:

(@) Rikim = —Rikmi (1 Pkt.)
(b) Rixim = —Ritm (3 Pkt.)
(©) Rikim = Rimik (2 Pkt.)
(d) Rikim + Ritmk + Rimr = 0 (1 Pkt.)

Losung: Fiir die meisten der folgenden Teilaufgaben ist es niitzlich, zundchst den
Riemann-Tensor in eine vollstindig kovariante Form zu bringen. [Teilaufgabe (@) ist
auch ohne explizite kovariante Darstellung leicht zu 16sen]:

Rixim = &isRkm = &isTm 1 — GisUkt,m + &is (Tl ke — Tm ) - 3.1)
Ausgehend von
1
skm = Qgsr (grk,m +grm,k_gkm,s) (32)

definieren wir ein Christoffel-Symbol mit nur kovarianten Indizes:

1 1
Tikm = 8isTm = Egisgsr (Srk,m + &rm &k — Skm,r) = > (Sik,m + Sim,k — Skm,i)
(5[
= Qik,m = Likm + Tkim , (3.3)

und die Terme mit Ableitungen der Christoffelsymbole in (3.1) lassen sich folgender-
mafSen umformen

Sism,1 = (&isem) | — Sis ) Tk = Tikm,1 — (List + Lsit) T
1
=3 (ik,mi + Sim, k1 — Skm,it) — ListT S — Tsit S - (3.4)
Wir erhalten fiir den Riemann-Tensor mit (3.4) und
1
Rikim = 5 (el + im ki — Skm,it) — ListEm — Lsitl o

1
5 (Rt + &it,km — Sk, im) + Tisirka + Loim Iy
+ Loy — Tl

und nach Umbenennung von s in n:

1
Rixim = 5 (Sim k1 + ki, im — km, it — Sit km) + §rn (Tl Ty — T T len) (3.5)

Von dieser Form ausgehend lassen sich die gewtiinschten Relationen leicht beweisen.
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(@) Ritim + Rigmi = 5 (MﬂLgM\m Stneil — gd—km) + &m (Lt — T
1 T
2<M+M St — M)ﬂﬂm L)

=0 q.e.d.
(b) J— 1 T n T n
Ritim + Riitm = 5 Sim AT+ ki — Lol — Gitm | + & (T T — T T )
1 T n
Stomsal T Gitem — Siom KT — St | + Grn (D I L im)
= g (L0 — T ) + & (Teille — Do)
=0 q.e.d.

In der vorletzten Zeile wurde im zweiten Term 7 in r umbenannt und r in n. Der
Vorfaktor bleibt wegen der Symmetrie des metrischen Tensors ungeandert.

1
©  Riggm — Ryt = 5 <M+M—M—%m> +&m (MM — ZF )

1
_E <M+M_M_M> — & (Frlkrnmi - Frz mk

= g I — g, I
- im~ ki M
=0

g-e.d.

Hier wurde sowohl die Symmetrie des metrischen Tensors als auch die Vertausch-
barkeit partieller Ableitungen ausgenutzt.

Anmerkung: Man kann (b) aus (a) und (c) folgern:

Rikim = Ripix = —Rimii = — Ry
iklm © Imik @ Imki © kilm

(d) Rixtm + Ritmk + Rimp =

1
5 (gﬂ—mk + il — §ml, ik — ik, ml
=0 qg.e.

(gzk Im +glm ik — > +8m %_%)
d.

Anmerkung: Aus den Symmetrien (@) bis () folgt mit der hier bewiesenen Relation,
dass , wenn man in Ry, drei beliebige Indizes zyklisch vertauscht und die drei
Terme zusammenzéahlt, sich null ergibt. Man kann den Index i mithilfe von @) bis
(@ an eine beliebige Stelle bringen.

4. Kovariante Ableitung und Metrik 2 Pkt.

Ableitungen nach Koordinaten werden in der allgemeinen Relativitatstheorie gern in einer
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,Komma-Notation” dargestellt:

Ableitungen von Tensoren ergeben im Allgemeinen nicht wieder Tensoren. Zwecks Erhalt
eines mit einer Ableitung verkniipften Tensors verwendet man die kovariante Ableitung, fiir
die sich eine ,Strichpunkt-Notation” eingebiirgert hat:

A
Ag;1
Aj;1
Kk
Ak
jk
A;l

A,

Al — T An,

A1 — T Ay — T Ajm,
AN 4Tk A",

AN 4TI AT TR A usw,

Man zeige, dass die kovariante Ableitung des metrischen Tensors verschwindet:

8jk;1 = 0.

definiert durch

1 1

Losung: Zur Losung dieser Aufgabe brauchen wir die Christoffel Symbole. Sie sind

A
Iy = Eglm (Qmi,1 + mik — Ski,m) -

8kl = &jk, 1 — L1 §mk — T3 &jm
= gjk,1 — %gmn (8nj,1 + 8nt,j — &jt,n) Smk — %gm" (8nk,1 + &nl,k — 8k, n) &jm
= gik1— %5;'3 (8njy1 + &ntj — &jtyn) — %5]" (8nk,1 + &ut,k — 8ki,n)
= &kl % (8kj1 + 8ur7 —Zjtd) — % (87k,1 + Bk — 84t77)

= 58k 1~ 58kj,1 = 0

g-e.d.

Im Teil B konnen 9 Punkte erreicht werden. Die Abgabe der Aufgabe(n) bis zum unten
genannten Datum bitte per Mail an antonia.schulz@ovgu.de.
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