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10.

Teil A

Bewegung im Gravitationsfeld

Nach dem einsteinschen Aquivalenzprinzip sind Tragheitskréfte und Gravitationskréfte
wesensgleich. Dies hat zur Folge, dass es immer ein Koordinatensystem gibt, in dem sich
Tragheitskrifte und Gravitationskrifte gegenseitig lokal kompensieren. (Das ist eine new-
tonsche Sichtweise. Allgemeinrelativistisch wiirde man sagen, dass Gravitationskréfte lo-
kal als Folge von Beschleunigung relativ zu einem Inertialsystem, also als Tragheitskrafte
interpretiert werden konnen. Folglich gibt es immer ein lokales Bezugssystem, in dem sie
verschwinden. Das ist das — frei fallende — Inertialsystem.) In solch einem lokalen Inertial-
system haben die Gesetze der speziellen Relativitatstheorie Giiltigkeit. Insbesondere wird
ein kraftefreies Teilchen durch die Differentialgleichung

d2 (:jza

12 = 0 (10.1)

beschrieben. Weiterhin gilt in diesem System die Minkowski-Metrik
ds? = c?dt? = y,pde*deF, (10.2)

wobei 77,5 der iibliche metrische Tensor fiir die Minkowski-Metrik ist. Betrachten wir nun
ein globales Koordinatensystem mit den Komponenten x¥. In jedem Punkt P existiere eine
Koordinatentransformation ¢*(x) = ¢*(x?, x!, x2, x*) mit der Eigenschaft, dass (I0.2) gelte.
Diese Koordinatentransformation gilt nur fiir diesen Punkt, die Funktionen ¢* sind also
nicht global definiert, sondern nur jeweils in der Umgebung des Aufpunkts. (Die ¢* kon-
nen demnach fiir jeden Punkt neue Funktionen (;‘?x,.} sein.) Fiir das globale System gelte:

ds? = gy (x)dx"dx’.

(a) Zeigen Sie:

ag® ¢k
Suv(X) = Waﬁw Fye (10.3)
(b) Zeigen Sie, dass der Ausdruck
ox* 9? ga
K _
Ly = 3% o’ (10.4)
die Christoffelsymbole darstellt:
KV /9 9 )
Ko gf Suv S . SuA
T = 2 < ot T oxh  aw ) '
(c) Zeigen Sie dann, dass fiir die Bewegung im Gravitationsfeld die Gleichung
d2x" o dxt dx?
a7 = e ar (109

gilt. Man sieht, dass aus dem Aquivalenzprinzip und insbesondere aus der Forde-
rung, dass sich Gravitionskrifte lokal wegtransformieren lassen sowie der SRT die
Bewegungsgleichung fiir ein Teilchen im Gravitationsfeld folgt. Was fehlt hier noch,
um die Bewegung einer gegebenen Massenverteilung wirklich berechnen zu kénnen
und damit eine Theorie dafiir zu haben?
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(d) Es seien zwei Punkte A und B in dem globalen Koordinatensystem vorgegeben, die (4 Pkt.)
zeitartig zueinander liegen. Zeigen Sie, dass die Suche nach einer extremalen Verbin-
dung zwischen den Punkten:

B i
/ ds = extremal.
A

zu Gleichung (@) als notwendige Bedingung fiihrt. (Fiir zeitartige Geodaten heifst ex-
tremal maximal, nicht minimal.)

Hinweis: Erinnern Sie sich an Thre Vorlesung zur Theoretischen Mechanik. Was haben
Sie dort tiber das Hamiltonsche Prinzip gelernt?

Losung: Ausgangspunkt der Uberlegungen fiir diese Aufgabe ist das von Einstein
postulierte Aquivalenzprinzip, welches die folgenden drei Feststellungen impliziert:

* Schwere und trdge Masse sind gleich.
* Gravitationskrifte sind lokal dquivalent zu Tragheitskraften.

* Es gibt an jedem Ort ein Koordinatensystem, in dem sich Tragheitskrafte und
Gravitionskrifte kompensieren, in solch einem Koordinatensystem gelten die
Gesetze der speziellen Relativitdtstheorie ohne Gravitation.

Ein Beispiel fiir den 3. Punkt ist ein Labor, welches sich auf der internationalen Raum-
station befindet. Sind keine Steuerdiisen oder dhnliches aktiv, befindet sich der Schwer-
punkt der Raumstation im freien Fall. Genau an diesem Punkt kompensieren sich Tréag-
heitskréfte (Zentrifugalkraft) und Gravition. An allen anderen Punkten der ISS gilt dies
hingegen nur in sehr guter Ndherung, da das Gravitionsfeld der Erde, wie alle Gravi-
tionsfelder, nicht homogen ist.

Der betrachtete Korper befinde sich an einem bestimmten Punkt eines globalen Koor-
dinatensystems. Die Komponenten dieses Systems bezeichnen wir mit x*. Weiterhin
fithren wir ein Koordinatensystem ¢ (x/) ein, das an dem Punkt, an dem sich der Kor-
per gerade befindet, ein lokales Inertialsystem ist. Nach dem Aquivalenzprinzip muss
so ein Koordinatensystem existieren. Wie diese Transformation genau aussieht, hangt
also von den Koordinaten in der Raumzeit x* ab.

Wahlt man die Transformation so, dass das lokale Inertialsystem durch kartesisches
Koordinaten beschreiben wird, gilt nach der SRT:

ds? = c*dt? = y,pde*deP.

wobei
10 0 0
o -1 0 o
=10 0 -1 o0
00 0 -1

der metrische Tensor der Minkowski-Metrik fiir kartesische Koordinaten ist.

Die Lichtgeschwindigkeit ist eine physikalische Konstante, die Eigenzeit ist eine objek-
tiv messbare, skalare Grofie, deshalb darf ds nicht vom Koordinatensystem abhédngen.
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Nehmen wir z.B. an, unser Objekt sei eine Uhr, diese misst den Abstand cdt zweier
raumzeitlich dicht beieinander liegender Ereignisse A und B, welche unsere Uhr er-
lebt. Beobachtet man diese beiden Ereignisse, hingt sowohl der zeitliche als auch der
raumliche Abstand der Ereignisse vom Beobachtungssystem ab, was die Uhr beim Er-
eignis A und beim Ereignis B anzeigt, ist jedoch in jedem Bezugssystem dasselbe, ds
ist ein Riemann-Skalar. Deshalb konnen wir schreiben:

ds? = ?dt? = gydatdx’ = naﬁ;dé‘”‘(x”)déﬁ(xv). (10.6)

(a) Man beachte, dass in (10.6) die Summenkonvention zur Anwendung kommt und
somit tiber v, y = 1..4 summiert wird. Es ist deshalb nicht moglich (10.6) einfach
durch dx*dx" zu dividieren, obwohl es auf den ersten Blick so scheint als ob man
dadurch die gesuchte Relation sofort erhélt. Wir machen dies noch mal deutlich
indem wir die ersten Terme Summe explizit aufschreiben:

guvdxtdx? = goodxodxo + glodxldx0 + gzgdxzdxo...

Hier durch z.B. dx* zu dividieren ist keine sinnvolle Aktion! Um die gesuchte
Beziehung zu zeigen bilden wir das totale Differential:

o _ 98" L 4
d¢* = ax?‘dx

(auch hier gilt die Summenkonvention) und setzen dies in (10.6) ein:

dxHdxY

ag | aEh & 9P
p v _
oxH dx xV dx’ = 17ap oxH 9xv
=&
-

und kénnen somit den metrischen Tensor des globalen Systems ablesen:

ds? = Nap

g 9gP
() = Mapz 055 (10.7)

Dieser hiangt im allgemeinen von der Position in der Raumzeit ab.

(b) Der hier bestimmte Zusammenhang wird spéter niitzlich sein. Wir nutzen (10.7)
und untersuchen folgenden Ausdruck:

ag;u/ + agM . agyA _ 825"‘ 855 85”‘ 8255

oxr | oxt oxv "PQxmaxtoxv | *PQxk dxvoxh
—_———

X
aZga aéc,B a(':ac aZgﬂ aZCa agﬁ
Hap 5 xoxr ax T 1B 5xx dxvax 1B gy axh

Y Y
aéa aZgﬁ B 82(:04 aé:ﬁ

- ”“ﬁﬂ oxroxv 2 oxHaxA dxV (108)
——— ———
X

Die beiden mit X bezeichneten Terme heben sich gegeneinander auf, ebenso die
mit Y bezeichneten Terme, denn da 7,5 symmetrisch ist, kann man die Indizes a
und S vertauschen.
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Nun betrachten wir die Gleichung und multiplizieren diese mit dem metri-
schen Tensor:

gt agfox” %gX 9gt %P
8vo ;M ﬂ“ﬁaxv axo agK oxHoxA ”“ﬁﬁaxﬂax)‘
N —
5P
- YK

oxA oxH oxV?

_1 (agﬂv 98w  98ua >
2

wobei wir im letztem Schritt (10.8) genutzt haben. Jetzt miissen wir nur noch mit
dem zu g, inversen Tensor ¢V multiplizieren. Unter Beachtung von

K

$" gve = g,

erhdlt man das gesuchte Ergebnis:

KV /9 W ] J
%Ig2< 8 | v _ g;m>.

ox* oxH oxV

Wem das zuviel vom zu beweisenden Ergebnis voraussetzt, der kann auch folgen-
dermafien vorgehen: Gleichung (10.7) legt eine dhnliche Formel fiir den inversen
metrischen Tensor nahe. Vermutung:

v g
e 0x” 0x

¢ =1 367 9 (10.9)
Probe bzw. Beweis:
¢ och ye 0x” 0x7 ag” ox?  d¢* ox7
88" = M 3 e o age = Bayn " e = e age
_9gtax”
-~ oxkoce T

Dann iiberschieben wir Gleichung (I0.8) mit ¢, um ein Christoffelsymbol zwei-
ter Art zu erhalten:

K g (08w . 9gny  98uA ax ox* 02¢% 9P
Ap = o + - - Napx A
o¢T dge oxMox 9xV

B2 \loxd  oxt axV
2z K 2z 2z

me&gax LA 0°¢ _(5aax 0°¢ :ai 0°¢ ’

oce P oxroxt o€ oxtox?  OC% dxMoxH

was die zu beweisende Beziehung ist (nach einer Umbenennung von A in v und
unter Berticksichtigung der Symmetrie des Christoffelsymbols beziiglich einer
Vertauschung der beiden kovarianten Indizes).

(c) Wir setzen * = &%(x") bzw. das totale Differential d¢* = a £ dx# in Gleichung

(10.0) ein:
oodrer og"\ dx#  9g" dx¥ 02¢% dx* dxV
~ dr? dT oxt ) dt — oxt dr2 ' oxkox' dr dt’
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K
Diese Gleichung multiplizieren wir mit —:

ol
_0x*9¢h d%xM | ox® 9%¢* dxF dxV

= 9ot dr2 | 9g axhax dr dr
—_—— ——_———
5 =T,

und koénnen somit nach d?x*/dt? auflosen:

d2x® L dxtdx?

dr2  "M™dt dt’
Damit haben wir unsere Bewegungsgleichung mit Gravitation. Interpretiert man
die rechte Seite als Gravitionskraft, sicht man, dass diese durch den metrischen
Tensor selbst bestimmt ist. Dies folgt allein aus dem Aquivalenzprinzip. Wie der

metrische Tensor fiir eine Energie/Massenverteilung zu bestimmen ist, folgt je-
doch nicht aus diesem, dafiir benotigt man die einsteinschen Feldgleichungen.

(d) Um einen Weg zu extremalisieren, den ein Objekt zwischen zwei Punkten in der
Raumzeit zuriicklegt, miissen wir ihn parametrisieren und das Wegintegral aus-
rechnen.

Nennen wir unseren Parameter «, es gilt also x# = x/(«). Der Ausdruck
51 |
/ ds(a) = cAT = Extremum
o)

ist stationdr zu machen, wobei die Endpunkte der Kurve: x(ag) und x(a;) festge-
halten sind. Wir nutzen:

a a dx# dxv
\/ uvdxtdxV = / dua xX)—— ,
./,10 Sw Jag g () da da

=L(x,x)

Hier wurde x'* = % verwendet. Aus dem Hamiltonschen Prinzip folgen {iber

die Variation von L (bekannt aus der theoretischen Mechanik) als notwendige Be-
dingung die Euler-Lagrange-Gleichungen.

doL oL _
da dx®  dx*
Wir werden zunédchst die partiellen Ableitungen einzeln aus:
a U a v
oL . d ( ( )x’.“x/'/) N gVI/ (ﬁxlv —{—xmaii’K) . gyv ((S;’:xlv —|—x/H5,’é)
ax  gxr \VEmX N 2L(x,x') N 2L(x,x)
Sxu
_ ngx/v+ Sux x' _ gm/X'V
2L(x,x") L(x,x)
oL 0 98 v

- Aty — Jx¥
ox~ 8x’<< Gy (%)X ) 2L(x,x")
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Nun konnen wir unsere Ergebnisse in die Euler-Lagrange Gleichung einsetzen

198w

x/y xlv

i S XV
da \/grox a7
Wir nutzen
4 _,d
dae dt’

und erhalten (nach Division mit 7’)

d g’

E oxx \/g/wx’/\x’” B

oxtdr
Xt = T = !

ot dua

1%

108w iM% _o.

Wir verwenden

in der Bewegungsgleichung

dt /g, 1727

ds? = ?dt? = g)wdx/\dx” =

(10.10)

2 9x* | /Ao XA %7

d » 18g,4,, g
E (gKVx ) 2 a K - O
agKV P 1agﬂV gV —
= G’ +8V x_Zax" =0,
was wir wie folgt umformen (g, X" = gy ¥")
. agm/ 1 agyv 1
B — o __or
SpX Ry +28x’<xx
168;(1/ HpV — 1ag7<1/ Do A 1ag1“’ P
2 oxH 2 oxH 2 Jx¥
1ag’<ﬂ Vxh — agKV xhxY 4+ 1agl/“/ v
2 8xV 2 oxt 2 odx¥

Im letzten Schritt haben wir die Bezeichnung der Summationsindizes p und v ver-
tauscht. Nun multiplizieren wir noch von links mit ¢’ und erhalten unmittelbar
das gesuchte Ergebnis

oK a a a
o8& [98ux v 98w\ Ly
YT <8x1’+8x?‘ 8x">xx'

710
_F}W

Die Losungen zu den Aufgaben im Teil A werden zu dem unten genannten Termin hoch-
geladen.
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Teil B
6. Christoffelsymbole 4 Pkt.
Berechnen Sie die Christoffelsymbole fiir
(@) Den dreidimensionalen flachen Raum mit Kugelkoordinaten (3 Pkt.)
(b) Den dreidimensionalen flachen Raum mit Zylinderkoordinaten (1 Pkt.)

Hinweis: Es gilt ds? = g, dx*dx". Die x* sind die Komponenten der Koordinaten.

Losung: Das Linienelement fiir den dreidimensionalen flachen Raum lautet in karte-
sischen Koordinaten

ds? = dx? + dy? 4 dz? (6.1)

(a) Der Ortsvektor in Kugelkoordinaten hat die Form

x rsin ¢ cos ¢
y| =|rsindsing | .
z rcost

Wir ersetzen in (6.I) die totalen Differentiale dx, dy, dz gemaf8 dx = g—’r‘dr + g—gdﬁ +
%d@ und erhalten

ds? = dr? + r*dd? + 1 sin® 8 d¢?.

Hieraus konnen wir die Metrik direkt ablesen

1 0 0
g=10 12 0 , =1 gn= r2, 933 = % sin’ ¢
0 0 r2sin®®

Zur Berechnung der Christoffel-Symbole benétigen wir auch den inversen Me-

triktensor
10 0 1 1
-1 _ 0 1 0 11:1 22 _ = 33 _
$ 0 ré 1 , § 8 78 r2sin? ¢
r2sin® 9
und die Ableitungen
o811 092 092
ox123 U ot 2 923~
%g;f = 2rsin® 9, Ez)gj = 2r?sind cos 9, aag;; =0.
Die Christoffel-Symbole werden gemaf3
; 1 . 8 g k 8 g 1 8 gkl
i im m ml
=73 ( oxl | oxk | axm 62)
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bestimmt.
1 0 0 %) 1 0 0 0
1_ L am (98mk | 98ml 98k _ 1 11 ( 981k , 981 98K
(1) Ta= 28 ( ox! + dxk ax’”) 2 <8xl + dxk axl)
gllzéonst. 1 11 _%
28 dx!

1 082 1 0g33 .
= le = Egll <_a§c1 > = -, F3,13 = Egll <_a§c1 > = —rsin® 9

(2) L=

1 o (9&mk n Ogm 98k \ _ 1 2 (982 n dgx 9
28 ox! axk  oxm 2 ax!  9xk  ox?

1
2 ox!

o 1 5 (0gn 98y 9gu\ _
T = 2 o Tad o) T

2 (1) o e

r3 = I » <5822 T g agzz) ~ 2 1 5082 1

Eg dx! o0xz2  ox2 21 = Eg oxl 7

1 0g23  0%2 083 1 ,,0¢33 .
2 L 2 _ N 2 — 22789 _
F3l - 2g < axl ax3 ax2 F33 Zg P 5 sin® cosd
1 0 0 0 1 0 0 0
3 _ 1 3m [ 98mk 8ml 98kl \ _ 1 33983k 831 98kl
®) Ta= 2 ( oxl | axk ax’”> 2 < x| oxk  axd )

Kein Element der Metrik hidngt von x> ab. Nur die vorderen beiden Summanden
in der Klammer kénnen ungleich Null sein.

1 0 0 1 4,0 1

3 1 33 (0831 | 0831 3 _ 1 339833 _ 1
T = 2 < dx!  oxl ) = In 28 o 7

1g33 0933 _ cos®

2° 9x2  sind

1 0932 043

3 _ 1 33(0dgss 983 8 = 1 330833 1
SO ox! ox3 )’ r
1 4,0 cos ¥

3 1,33983 _
2728 9x2 sin ©

Zusammenfassung aller nicht verschwindenden Christoffel-Symbole

I =—r, I=—rsin’d,
1 .
F122:F221:;, I% = —sint®cosd
1 cost
Iy =Iy=-, Igh=I}=—
31 B= 0 inTIinT 5
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(b) Mit

x rcos ¢
y|] =|rsing |.
b4 b4

lautet das Linienelement (6.I) in Zylinderkoordinaten
ds? = dr? + r*d¢* + dz2.

Wir lesen

1 0
g=|(0 r?
0 0

ab. Als Komponenten der inversen Metrik ergeben sich g'! = 1,¢?2 = 1/2,¢% =
1. Wir berechnen die benotigten Ableitungen und stellen fest: nur gz, ist nicht
konstant.

_= O O

>, gu=19gn=1gp=1

092

Syl =2r

Es gibt nur drei von Null verschiedene Christoffel-Symbole

1
1 _ 2 _ 72 __
Iy = -1, Flz—le—;

7. Friedmann-Gleichung heuristisch

Nehmen Sie eine homogene isotrope unendlich ausgedehnte Massenverteilung an, die
gleichmaflig expandiert. Die einzige zu beriicksichtigende Wechselwirkung sei die Gravi-
tation. Unter diesen Voraussetzungen kann man den Ortsvektor eines beliebigen Teilchens
der Massenverteilung zum Zeitpunkt ¢ durch r(f) = a(t)x beschreiben. Dabei ist x die
Position des Teilchens in einem mitexpandierenden Koordinatensystem.

(a) Bestimmen Sie die Energie U = T + V eines Teilchens der Masse m im Abstand r
vom Koordinatenursprung, wobei T die kinetische und V' die potentielle Energie des
Teilchens im Rahmen der newtonschen Mechanik ist. Nehmen Sie dazu eine homo-
gene Massenverteilung mit der Dichte p an. Die Geschwindigkeit des Teilchens sei
ausschlieBlich radial. Driicken Sie das Ergebnis mithilfe des Skalenfaktors a(t) und
einer mitbewegten Koordinate aus.

(b) Aus der Homogenitét folgt, dass die obige Gleichung fiir alle Abstiande von Teilchen
& g & &
gelten muss. Driicken Sie r(t) durch x aus und zeigen Sie, dass gilt:

a\*>_8nG ke
o) T3P
wobei k durch kc? := —2U/mx? definiert ist, ¢ die Lichtgeschwindigkeit darstellt und

G die Gravitationskonstante ist. Warum kann unter unseren Annahmen k nicht vom
Ort abhdngen?
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Losung:

(a) Die kinetische Energie eines Teilchens ist in Kugelkoordinaten gegeben durch

1 .
T=om (# + r*9* + r*sin® 9¢?) .
Dass die Geschwindigkeit ausschliefSlich radial ist, sieht man schnell: Die Position
eines beliebigen Teilchens ist gegeben durch r = a(t)x, dessen Geschwindigkeit
durch # = ax. Da x ein Ortsvektor ist, zeigt er in radiale Richtung. Daraus folgt
unmittelbar ¢ = ¢ = 0.

Die potentielle Energie ist das Gravitationspotential. Wie aus der klassischen Me-
chanik bekannt sein sollte, spiirt ein Teilchen im inneren einer Hohlkugel keine
Kraft. Fiir die potentielle Energie des Teilchens ist deshalb nur die Masse M in-
nerhalb einer Kugel mit dem Radius r wichtig und lautet:

~GMm _ 4Grpr’m

V= = 7.1
r 3 1)
Die Gesamtenergie des Teilchens ist somit:
2
U:T—l—V:lm;ﬂ—W.
2 3
Setzen wir nun r(t) = a(t)x und berticksichtigen, dass ¥ = 0, erhalten wir:
L o202 4 2,2
U= -ma“x" — -mGrpa“x (7.2)
2 3
(b) Wir stellen (Z.2) um
2 4 a? 2U 8
2 _ 2,2 _ 2
a —mxz<u+3mG7tpa X ) = a—z—mjLWmanx

und verwenden die Definition von k

Dies ist die zu zeigende Relation

Da aufgrund der Homogenitit a(t) nur von der Zeit, nicht jedoch vom Ort ab-
hingen kann, darf auch k keine Funktion des Ortes sein. Wir sehen dies auch,
wenn wir die Definition kc> = —2U/mx? mit Gleichung (Z2) vergleichen. U ist
proportional zu x?, die Ortsabhingigkeit kiirzt sich also weg.

Wie Sie spéter sehen werden, entspricht die Form dieser Gleichung derjenigen,
die man aus der allgemeinen Relativitdtstheorie ableiten kann. Allerdings gibt es
Unterschiede in der physikalischen Bedeutung. So ist z.B. die Konstante k ein Maf3
tir die Kriimmung des Universums, was aus der newtonschen Ableitung nattir-
lich nicht hervorgeht. Auch ist die hier beschriebene Expansion keine Expansion
des Raumes, sondern lediglich eine Bewegung der im Raum enthaltenen Teilchen.
Weiterhin fehlt in dieser Ableitung die kosmologische Konstante.
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Bemerkung: In Gleichung (Z.1) sieht man, dass auf ein Teilchen, welches sich nicht
im Ursprung des Koordinatensystems befindet, eine Kraft wirkt, auf ein Teilchen
im Ursprung des Koordinatensystems jedoch nicht. Das Ganze soll nun aber fiir
jedes beliebiges Teilchen an jedem beliebigen Ort gelten! Man konnte denken, das
ist ein Widerspruch! Warum ist jedes Teilchen fiir sich betrachtet kraftefrei, von
einem anderem Teilchen aus betrachtet aber nicht? Die Antwort ist, dass die Koor-
dinatensysteme, zwischen denen man wechselt, gegeneinander beschleunigt sind.
Wenn man annimmt, das Teilchen (A), das ich gerade betrachte, befindet sich in
einem Inertialsystem und dann wechselt man in das System eines anderen Teil-
chens (B), kompensieren die dabei auftretenden Tragheitskréfte gerade die Kraft,
welche von A aus betrachtet auf B wirken (dies folgt unmittelbar aus dem Aqui-
valenzprinzip). Im System B ist das Teilchen B dann kriftefrei, Teilchen A bewegt
sich nun hingegen beschleunigt und entsprechend wirkt eine Kraft auf Teilchen A.
Insoweit ergibt sich hier kein Widerspruch! Aber jedes Teilchen ist gleichberech-
tigt! Man kann nicht sagen das System von Teilchen A ist inertial, das von B nicht!
Hier stof3t die Begriffsbildung der newtonschen Mechanik und auch die der SRT
an ihre Grenzen!

Im Teil B konnen 8 Punkte erreicht werden. Die Abgabe der Aufgabe(n) bis zum unten
genannten Datum bitte per Mail an antonia.schulz@ovgu.de.
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