Prof. Dr. K. Kassner Fortgeschrittene Quantenmechanik SS 2020
Dipl. Phys. A. Schulz Blatt 3 05.05.20

Teil A

7. Clifford-Algebra 6 Pkt.
Betrachtet werden vier hermitesche (N x N)-Matrizen a“, (a = 1,...,4). Die Clifford-
Algebra wird definiert mittels fogender Antivertauschungsregeln:

aal + aba® =26, 1y.
(1 ist die Einheitsmatrix der Dimension N. In vereinfachter Notation konnte man sie auch
weglassen.)

(a) Zeigen Sie, dass die Matrizen a” linear unabhdngig sind (also dass das Verschwinden (2 Pkt.)
einer Linearkombination ), c,a” impliziert, dass alle ¢, null sind).

(b) Zeigen Sie, dass die Dimension N der antikommutierenden Matrizen a* gerade sein (2 Pkt.)
muss. Warum muss N = 2 ebenfalls ausgeschlossen werden?

Hinweis: Zeigen Sie zunidchst, dass die Eigenwerte der Matrizen gleich &1 sein miis-
sen. Zeigen Sie weiterhin, dass die Spur verschwinden muss, Tra” = 0.

(c) Verifizieren Sie explizit, dass folgende vierdimensionale Darstellung die Antivertau- (2 Pkt.)
schungsregeln erfiillt:

: 0 o . 1L, 0
i ] _ 4 _ 2
® _<0” 0 ),1 1,2,3, o < 0 _]12>

mit den Paulimatrizen ¢".

Losung:

(a) Wir betrachten eine verschwindende Linearkombination der a”
anuc” =0.
a

Um den Antikommutator zu generieren, multiplizieren wir diesen Ausdruck je-
weils von rechts und links mit a? und addieren:

0= anoc”ocb +ab Zcu(x” = an (oc”(xb + (xboc”) = Zanéab =2¢,.
a a a a

Es folgt ¢, = 0. Lassen wir b alle vier moglichen Werte durchlaufen, so konnen wir
schliefSen, dass das Verschwinden einer Linearkombination der a? das Verschwin-
den ihrer Koeffizienten impliziert, was gerade lineare Unabhingigkeit bedeutet.

(b) Wir zeigen zunéchst, dass die Dimension der Matrizen fiir die Clifford-Algebra
gerade sein muss. Wie man aufgrund der Definition der Algebra

a®al + aba® =26,,1 (7.1)

schnell sieht, gilt:

oot =1. (7.2)
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Nehmen wir nun an, der Vektor |¢) sei ein Eigenvektor von a?. Wenn A den zug-
horigen Eigenwert bezeichnet, erhalten wir:

a’ ) = Alyp)
a’a [p) = Aa® |¢p)
1|y) = A [y)
1) = A% |y)

Wie wir sehen, ist das Quadrat aller Eigenwerte eins. Somit bleiben nur die Eigen-
werte A = +1 {ibrig. Um zu sehen, dass die Spur fiir alle a” verschwindet, machen
wir von der Linearitdt der Spur, deren Invarianz unter zyklischen Vertauschungen
der Argumente und von Gleichung (7.1) Gebrauch. Weiterhin soll im folgenden
a # b gelten:

Tr (a®) = Tr (a"1) 72 Tr (oc“ocbtxb) =Tr (le’uc”ocb)

= Tr( 20,14’ —a® a%a® ) = Tr (—a®)
(7.1) —— N~
=0, da a#b =1

= —Tr (")

Die einzige Zahl, die gleich ihrem negativen Wert ist, ist die Null. Damit ver-
schwindet also die Spur der a-Matrizen. Da die Eigenwerte nur +1 sind, muss die
Dimension also gerade sein, da genau so viele Eigenwerte +1 wie —1 auftauchen
miissen. Den zweidimensionalen Fall kénnen wir mit folgender Uberlegung aus-
schlieflen. 2 x 2-Matrizen haben vier Elemente, bilden also einen vierdimensiona-
len Vektorraum. Da die Operatoren a” linear unabhéngig sind, miissten sie, wenn
es eine zweidimensionale Darstellung gébe, eine Basis des Vektorraums bilden,
es miisste sich also jede 2 x 2-Matrix als Linearkombination dieser vier Matrizen
darstellen lassen. Nun gilt aber

Tr (ch“) =) cTr(a") =0,

d.h. die Spur jeder Linearkombination der a® ist null. Also ladsst sich die Ein-
heitsmatrix (deren Spur N ist) nicht als Linearkombination der a” darstellen. Man
braucht also einen Raum mit mehr als vier linear unabhédngigen Vektoren, es muss
deshalb N > 2 gelten.

Es bleibt noch zu tiberpriifen, ob die gegebenen Darstellungen der a* Gleichung
(7.1) erftillen. Fiir i,j = 1,2, 3 finden wir:

wigi— (O o\ (0 o\ _ (didd 0
“\et 0)\e 0) \ 0

k
. a0
= (51‘]‘11 + 1£i]-k <0 (Tk>
Aufg. Pauli-Matrizen

Damit lautet der Antikommutator

o . a0
[DCI,IJC]]J,_ = (51‘]‘ +5ji) 1+i (5ijk+5jik) <0 0_k> = 251‘]‘]1
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Die Produkte der ' mit a* erhalten wir
aizx4— 0 o 1 0 o 0 —of
“\et 0)\0 —-1)  \& 0
i (L0 0 o\ [0 ¢
—\0 —-1/\¢ 0) \-¢ 0

.
Und da
a4 (1 ON/1 0\ _ /10
‘”‘_<0—11 0o -1)~ (o0 1
= [a}at]y =21

haben wir Gleichung (7.1) fiir diese Darstellung der xa-Matrizen gezeigt.

8. Levy-Leblond-Linearisierung der Schrodinger-Gleichung

Die Schrodinger-Gleichung eines freien Teilchens

n_,
<Zhat+2rnv ) l/] == O,

ist unsymmetrisch in bezug auf die Ordnung der Zeit- und Raumableitungen. Mit dem

Ansatz:
(ihad; — ihb* 0. +c)p =0,

der in den Raumableitungen linear ist, ldsst sich diese Unsymmetrie beseitigen. Die Ko-
effizienten a, b, b2, b?, ¢ sind hierbei quadratische Matrizen und i dementsprechend ein
Spaltenvektor. Man fordert, dass die Losungen der linearen Wellengleichung zugleich Lo-

sungen der Schrodinger-Gleichung sind.

(a) Sollen beide Gleichungen simultan gelten, dann muss es einen Operator der Form

ihad, — ihb*o « + ¢

geben, der die lineare Wellengleichung wieder in die Schrodinger-Gleichung {iber-

ftihrt:
2
(ihd@d; — ihb*o .« + ¢)(ihad; — ihb*d .« + ¢) = 2m (ihat + 2hmv2> :

Der (willkiirliche) Faktor 2m wird sich als zweckméfiig erweisen. Zeigen Sie durch

Koeffizientenvergleich:

da=20 bk +ta=0
ic+¢éa =2m o+ 00 = —26,  k1=1,2,3
éc=0 ek + ke =0
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(b) Sei d eine invertierbare Matrix (dd~! = 1) und die a* (4 = 1,...,4) definiert mittels:

. 1 4 N O
1(61—}—2mc>—d¢x 1(a+2mc>— o d

b* = da* b = —afa?

Zeigen Sie, dass die Matrizen a¥ die Antivertauschungsregeln der Clifford-Algebra
(siehe Aufgabe Clifford-Algebra) erfiillen.

(c) Wahlen Sie

(0 1
d_(ﬂz 0).

Bestimmen Sie mit der Darstellung der Matrizen a/ aus der Aufgabe Clifford-Algebra
einen giiltigen Satz von Koeffizienten a, 4, b5, bk cundé.

Hinweis: Eindeutige Losungen erhilt man etwa, wenn man ansetzt

1

1

1
L I Y e | L b :._1
a 5 c=—id, a 5 ¢ = —id oder a 5 c=id, a 5 C=1id .

(d) Zeigen Sie, dass mit dieser Konstruktion der Koeffizienten-Matrizen die Komponen-

ten des Vierer-Spinors ¥ = (1, 2, 3, 4) T die Schrodinger-Gleichung erfiillen.

Losung:

tiplizieren

stummen Indizes k in [
handelt und diese Term

(a) Fiihren wir die beiden Operatoren hintereinander aus, ergibt sich durch Ausmul-

(ihdy — 50, +¢) (ihad; — ihb*d, + c)

= — 12dad? + h*ab*9,0 . + ihdcd; + h*b*ad .0;
— WD 9,40,y — ihb*cd .« + ihcad; — iheb*d . 4 éc
= — 12 (aa) & + 12 (ﬁbk + Eka) 9,40; + if (dc + éa) oy
— 7’12 (Ekbl> 8xk8x1 —ih (EkC + fbk> axk + cc

' G
=2m <ihat + A)
2m

Da die neu eingefiihrten Operatoren weder von der Zeit noch vom Ort abhidngen
sollen, miissen sie mit den Differentialoperatoren d; und 9.« vertauschen. Bei dem
Summanden, der das Produkt von b9, und %9« enthélt, haben wir einen der

umbenannt, da es sich bei beiden Termen um Summen
fiir Term miteinander multipliziert werden miissen. Da-

mit die Gleichung eine wahre Aussage ist, miissen Terme, die auf beiden Seiten
vor denselben (linear) unabhingigen Operatoren stehen, die gleichen Koeffizienten
haben. Der einzige Teilausdruck, bei dem man aufpassen muss, ist —#*b*b'd 9,
auf der linken Seite. Hier liefert der Koeffizientenvergleich mit der rechten Seite

Musterlésung/Abgabe: 19.05.2020
Besprechung: 19.05.20

(2 Pkt.)

(2 Pkt.)

(2 Pkt.)



Modul 4: Fortgeschrittene Quantenmechanik SS 2020

nicht b*b! = —¢;;, weil die Operatoren 9,49,; und 9,:9,« nicht unabhéngig vonein-
ander sind (auch wenn k # ). Es ist also nur die Summe der beiden Koeffizienten
vor d,0,; und d,:0,« gleich null, nicht jeder einzelne Term

y (E"bl) 9,40, = %Z (E"b’ + Elbk) Dpdy = — Y Sududy = —A.
k1 k1 k1

Berticksichtigt man dies, so liefert der Koeffizientenvergleich:

ia =0 (8.1) b+ ek =0 (8.4)
éc=0 (8.2) dc+¢éa =2m (8.5)
abk +bfa =0 (8.3) v+ D'k = —26y (8.6)

Dies sind genau die zu zeigenden Gleichungen.

(b) Wir fithren nun gemédfs Aufgabenstellung die Matrizen 4 und a“ ein durch:

. 1 (.1 _
i (a +5 - c> = da* (8.7) i (a + 5 c) = —atd! (8.9)
v = da* (8.8) b= —akd7 b (8.10)

Es stellt sich die Frage, ob es iiberhaupt konsistent moglich ist, eine invertierbare
Matrix d und vier Matrizen zu finden, so dass die Gleichungen (8.7) bis (8.10)
erfiillt sind. Wir ersetzen dabei 10 Matrizen (4, a, ¢, c, B vk k=1.. .3), zwischen
denen 15 Gleichungen bestehen [GL. (8.1)-(8.6)] durch 5 Matrizen, zwischen denen
10 Gleichungen bestehen (die zu zeigenden Antikommutatorrelationen). Da wir
die Anzahl der Bedingungen um den gleichen Betrag reduzieren wie die Anzahl
der Variablen (= Matrizen) sollte die Aufgabe lsbar sein.

Untersuchen wir erst die Bedingungen an die ok, k =1...3dieaus (8.8) und (8.10)
folgen

of =d ' = b

= afad + ook = —pFdd ! — bldd bk = — (E"b’ + E’bk) =26y .

Das sind sechs der gewiinschten Antikommutatorrelationen, namlich die fiir die
Indizes 1 bis 3. Fiir a* finden wir aus (8.7) und (8.9)

—atd et =i (a4 —¢) (a4 o
2m 2m
lx4lx4:ﬁa—i—i(cﬁz—kﬁc)—I—LCNC:O‘f‘izm"‘OZ1
2m 4m? 2m .

Dies ist identisch mit a¥a” + a'at = 26, fiir y = v = 4. Wir brauchen also nur
noch die Antikommutatorrelation mit einem Index ungleich 4 und einem Index
gleich 4 zu zeigen. Hierzu l6sen wir zuerst (8.7) und (8.9) nach a* auf und setzen
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das Ergebnis in den gewiinschten Antikommutator ein

1 1
4 .1 _ (5 ~
o id (a + 5 c) i (a + 5 c) d

=  afat 4 atef = —FFdid ! (a b c) + (i) (a b1 5) dd—1v*
2m 2m
= (—i) | *a + av* +i ( bre + éb* ) =0=204. (%)
N—— 2 \ N——

Damit haben wir fiir alle moglichen Kombinationenvony =1...4undv =1...4
die Giiltigkeit von

ala’ 4 o'l =26y, (8.11)

gezeigt, also sind die a-Matrizen Generatoren einer Clifford-Algebra.

Haben wir d = (ﬁ%) =d1und ok = ((Sk ‘Bk),k: 1...3, sowie a* = (%2 7%2)

festgelegt, so lassen sich die bk und b* direkt aus den Gleichungen (8.8) und(8.10)
bestimmen (wobei wir nur die b* wirklich brauchen)

Kk k_O]l OO'k_(TkO
b‘”“’“(ﬂ O><c7k 0>_(0 ok
kg1 (0 0 1\ _  [(of 0\ _ &
b_wd_<ak0 10/ o) =0

a, ¢, i und ¢ kann man mithilfe des Hinweises sehr einfach ausrechnen. Da a —
5 ¢ vorgegeben ist und man aus (8.7) durch Multiplikation mit —i die Summe
a+ ﬁc berechnen kann, erhilt man durch Addition bzw. Subtraktion der beiden
Formeln explizite Ausdriicke fiir 2 und c. Analog kann man 4 und & bestimmen.
Hier wollen wir jedoch versuchen, ohne den Hinweis weiterzurechnen, um zu
sehen, wieweit man so kommt und warum es mehrere Losungen gibt. Mithilfe

von (8.7) bzw. (8.9) konnen wir eine Beziehung zwischen a und ¢ bzw. 4 und é

hinschreiben:
. 1 /0 T\ /1T O _L
a= —idua c= 1<]1 0 0 _1 2mc
(0 1 1 1
i=iat *1—i5—i 10 0 1 —ia
o 2m 0 -1 1 0 2m
0 1 1 1
=i ——f=W-—2¢ 1
1(—11 0) T L (813

wo wir eine neue Matrix W definiert haben, die tiberdies W2 = 1 erfiillt. Nun
konnen wir a4 und @ durch einfache Produktbildung eliminieren. Wegen (8.1) muss
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gelten

1 1 1 1
0=da= <W—5) (W—c) =W?— — (W +We) + — _éc
m 2m m

2m 2 4m2 ~~
82)=0
= W + We =2ml (8.14)
W2 + WeW = 2mW -C
éc +WcWe =2mWce
~~
0
(We —2ml1)We =0. (8.15)

Aus Gleichung (8.15) folgt, dass die Matrix Wc¢ nur die Eigenwerte 0 oder 2m
haben kann. Denn eine Ahnlichkeitstransformation (Eigenwerte bleiben erhalten),
die Wc auf Jordansche Normalform bringt, bringt offenbar auch We — 2m1 auf
Jordansche Normalform (Einheitsmatrix bleibt unverandert)

~

U~ (Wo)l = (We)? = (6 {() . (We)d —2ml = (i _02’” k_f2m> .

In dieser Darstellung sind Wc und Wc — 2m1l beides obere Dreiecksmatrizen, ihr
Produkt ist wieder eine obere Dreiecksmatrix und auf der Diagonale stehen die
Faktoren aus Eigenwerten (A; — 2m)A;

i—2m)i

0 (k- im)k>

Soll das die Nullmatrix ergeben, so muss jedes Diagonalelement null sein, also gilt
fur die Eigenwerte: A; = 0 oder A; = 2m. Da wir nicht erwarten, dass das Problem
eindeutig losbar ist, setzen wir eine offensichtliche Losung an und verifizieren sie.
Zum Beispiel erfiillt

[(We)' —2m] (We) = <( ~0.

0 0
We = <o 2m]12> (8.16)

die Gleichung (8.15). Durch Multiplikation von links mit W ergibt sich

(0 Ty 0N_, (01
“'"\-1 0)\o 2m1) T 00/

¢ erhidlt man mithilfe von (8.14)

- ~f2ml O\.[/O0 1\ . .[0 1\
c—(2m]1—Wc)W—< 0 0)1(—11 0)—2m1<0 O>—c

Schlie3lich erhélt man a und 4 aus (8.12) und (8.13)

a—d—W—ic—i 0 11—iojl—i 00
- 2m \—=1 0 0 0/ "\-1 0
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Zusammengefasst:

- a0
)

a=d=i 0 0 c=¢=2mi 01
T \-1 0 T 0 0

Dieses Ergebnis erhélt man auch mit dem Ansatz a — ﬁ ¢ = —id, a — ﬁ ¢ =
—id~1. Der andere Ansatz a — ﬁ c = id, i — ﬁ ¢ = id ! entspricht der Wahl
We=2m (}9) und fithrtzua =a =i (J}) und c = ¢ = —2mi ({ ) bei natiirlich

ungednderten b* und b*.

(8.17)

Anmerkung: Man muss nach Ableiten einer Losung im Grunde noch die Probe
machen, ob es sich nicht um eine Scheinlésung handelt. Zum Beispiel sieht es auf
den ersten Blick so aus, als sprache nichts dagegen,

00 00
We = <0 0) = c= ( 0 O)
zu setzen. Dann wird ¢ eine reguldre Matrix:

i . (0 1
1§ (834) 2mW = 2mi (_1 0>

a wird wegen (8.12) gleich W und @ wegen (8.13) gleich der Nullmatrix.

=ilGa) =00)

Nur leider erfiillen diese Operatoren nicht mehr die Relationen (8.3) und (8.4). Die
Antikommutatorrelation (x) bleibt erfiillt, aber das geschieht nicht, indem die bei-
den mit einer geschweiften Klammer zusammengefassten Einzelausdriicke null
werden, sondern, indem nur ihre Summe verschwindet. Genauso wiirde W¢ =
(2’81 27%]1) zu Ergebnissen fiihren, die nicht mehr (8.3) und (8.4) erfiillen. Das Er-
gebnis (8.17) und auch die mit We = (2%10) erhaltene Alternative sind aber kor-

rekt, wie man leicht nachrechnet.

Um zu zeigen, dass die Komponenten des Bispinors

Y1
Py
die Schrodinger-Gleichung
(ihat + th) Pp=0 (8.18)
2m

erfiillen, werden wir den Bispinor durch die beiden Spinoren

() o= ()
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darstellen und zeigen, dass diese beiden Gleichung (8.18) erfiillen. Hierbei wer-
den wir davon ausgehen, dass die Differentialoperatoren auf jede Komponente
einzeln wirken. Mit den Matrizen a, b* und c aus dem vorhergehenden Aufgaben-
teil lautet die Ausgangsgleichung

b2 acn (s 2acem(E D))

Ausmultipliziert liefert die beiden Gleichungen:

2mp = ho*o .y (8.19)
dix = %9 4. (8.20)
Aus (8.19) erhalten wir
h
o9.¢ = %alakaxzaxk X
Wie man sich schnell mithilfe des Ergebnisses der Aufgabe Pauli-Matrizen klar

macht, gilt
O'IO'kaxlaxk = (5klaxkax1 =A.

Das Verschwinden des Terms iey;,,0™0,+0,: ist eine direkte Folge der totalen Anti-
symmetrie von gy, Damit erhalten wir durch Einsetzen in (8.20)

0 —EA = iha—kh—zA =0
tX—ZmX P om =5

Dies entspricht der Schrodinger-Gleichung der ersten beiden Komponenten des

Bispinors. Durch Ableiten von Gleichung (8.19) nach t und Einsetzen in (8.20)
gelangen wir zu

ih 4 i : n
at(l) = %0' (0 axkaxch = %A(P < 1h8t + %A (P =0.

Damit erfiillen auch die letzten beiden Komponenten des Bispinors die Schro-
dinger-Gleichung.

Die Losungen zu den Aufgaben im Teil A werden zu dem unten genannten Termin hoch-
geladen.
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Teil B

5. Vierer-Stromdichte aus Dirac-Gleichung 6 Pkt.

Wir betrachten eine Losung der freien Dirac-Gleichung mit positiver Energie E und p =
(O/ O/ Pz)

1

I)D(Z/ t) - N ng e_riz(Et—PzZ).
E+mc?
0

Hierbei ist N ein geeigneter Normierungsfaktor. Bestimmen Sie die dazugehorige Wahr-
scheinlichkeitsstromdichte j = (j*) = ¢ (ptaty), p = 1,2,3.

0 ot

Hinweis: Die a# sind gegeben durch a¥ = <0y 0

), wobei 0# die Paulimatrizen sind.

Losung: Wahrscheinlichkeitsstromdichte wird mit den Paulimatrizen
o 01 vy — 0 —i o 1 0
o ) =\ oo )’ >\ -1
komponentenweise bestimmt:
1
(jH)ZCN* (1 0 EJC::;@ O)G;’(Et—pzz)(o O.M).N ng e—%(Et—pzz)
O 0 E+mc?
0
1
0 o 0
=c|N?*(1 0 =& 0( V) .
INFA Ebme® ) o 0 Ef:ncz
0
0 001 1
_ . 1 2 cp; 0010 0
p=1: j'=cINI(1 0 == 0) 010 0|2,
1000 0
0
2 cp: Eind
:C’N‘ (1 0 E+mc? O) 0 =0
1
0 0 0 —i 1
—_n. 2 2 cp; 0 0 i 0 0
p=2: jF=cIN|"(1 0 e 0) 0 —i 0 0 E—T—r:;cz
i 0 0 O 0
0
2 CP= iE—T—I:rchz
:C|N‘ (1 0 E+mc? 0) 0 =0
i
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0O 0 1 O 1
_a. 3 _ 2 cp- 0 0 0 -1 )
u=3: j° =c|N]| (1 0 E+mc? 0) 1 0 0 O Eir:rzlc2
0 -1 0 0 0
Cpz
E+mc?
_ 2 CPz 0 = 2_Cps
= c|N]| (1 0 e 0) 1 = 2c|N| E + mc?
0

Damit ist nur die z-Komponente der Wahrscheinlichkeitsstromdichte ungleich Null

0
j= 0 :
2 cp:
2c |N‘ E+mc?

6. Losungen Klein-Gordon- versus Dirac-Gleichung 4 Pkt.

Im feldfreien Fall ist jede Losung der Dirac-Gleichung auch Losung der Klein-Gordon-
Gleichung. Man zeige durch ein Gegenbeispiel, dass die Umkehrung nicht gilt.

Losung: Die Klein-Gordon-Gleichung (ohne Feld) lautet

& 2
leatz—mt(";lc) ]1/;:0, (6.1)

die feldfreie Dirac-Gleichung

layp" — a"me] p =0, 62)
wobei
2}
¥ = jﬁ , ap=1, uck:—<£k ‘B") k=1...3, a"= (102 _(])12> . (63)
Py

Zunéchst sollte man sich klarmachen, was es tiberhaupt bedeuten soll, dass die Lo-
sung einer vektoriellen Gleichung wie (6.2) auch Losung einer skalaren Gleichung ist
und insbesondere, was die Umkehrung heifSen soll. Offensichtlich kann ein Skalar nicht
Losung einer vektoriellen Gleichung sein! Andererseits ist es einfach, aus einer skala-
ren Gleichung wie (6.1) eine vektorielle zu machen: man schreibt einfach statt ¢ den
Vektor ¢ und fordert die Giiltigkeit der skalaren Gleichung fiir jede Komponente. Die
Aussage lautet also: Wenn wir unter (6.1) eine vierkomponentige Gleichung verstehen,
dann ist jede Losung von (6.2) eine Losung von (6.1), aber nicht jede Losung von (6.1)
ist auch Losung von (6.2).

Da die skalare Gleichung einfacher aussieht, bestimmen wir zundchst eine einiger-
mafien allgemeine Klasse von Losungen fiir sie. Dann suchen wir uns eine moglichst
einfache dieser Losungen heraus, die Gleichung (6.2) nicht 16st.
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Die Klein-Gordon-Gleichung ist eine lineare partielle Differentialgleichung mit kon-
stanten Koeffizienten. Fiir so eine Gleichung fiihrt ein Produktansatz zu Losungen,
und da wir bereits wissen, dass wir Wellenlosungen bekommen miissen, schreiben
wir diesen direkt in Form einer ebenen Welle:

llJ(x, t) — Aei(kxfwt) )

Einsetzen in (6.1) liefert

was bedeutet, dass die ebene Welle (fiir nichtverschwindendes A) eine Losung der
Klein-Gordon-Gleichung ist, wann immer die Dispersionsrelation

m2c

w? = Pk* + Py (6.4)
erfiillt ist. Das heifit, es gibt Losungen in Form ebener Wellen fiir beliebige (reelle)
Wellenvektoren k, deren Frequenz mit dem Wellenvektor (bis auf endliche Multiplizi-
tat) festgelegt ist: w = w(k). In unserem Fall gibt es jeweils zwei Losungen, eine mit
positiver und eine mit negativer Frequenz. Die allgemeine Losung der Klein-Gordon-
Gleichung lasst sich durch Superposition von solchen ebenen Wellen gewinnen. Setzen
wir die Klein-Gordon-Gleichung fiir einen vierkomponentigen Bispinor an, um mit
der Dirac-Gleichung vergleichen zu konnen, so wird einfach der Vorfaktor der ebenen
Welle ein beliebiger vierkomponentiger Vektor und die einzige sonstige Bedingung an

die Losung ist, dass w die Dispersionsrelation (6.4) erfillt.

Um zu tiberpriifen, ob diese Losung auch die Dirac-Gleichung erfiillt, setzen wir sie in
(6.2) ein:

. [10 /1 0 0 oy)\ 9 0 o) 0 0 o)\ 0
{ﬂm(o ) (o §)ar (o §)arla §)a

Aq
B 1 0 Ap | itkextkyythez—wt) _
mc (0 _11) } As e y =0

Ay

Aq - (Ag) - <A3 - As
hw A2 x A4 Y A4 z A4
Ay Y\ Az Y\ Ay 2\ Ay
Ay
_ A i(kx—awt)
mec | As e 0
— Ay
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Der Exponentialfaktor ist immer ungleich null, kann also abdividiert werden und wir
erhalten nach Multiplikation mit c:

Aq Aq Ay —1Ay Aj
As > | Az Az | iA; | —As|

hw As | mc A | T hick, A hick, _iA, hick, A | T 0. (6.5
Ay —Ay Aq iAq —A)

Dies ist ein Eigenwertproblem, das Eigenwerte w,, v = 1...4 und die dazugehorigen
Eigenvektoren A, bestimmt. Die Eigenwerte und Eigenvektoren werden in der Vorle-
sung fiir den Fall k, = k;, = 0 berechnet.

Fiir die Losung der Aufgabe brauchen wir uns aber nicht weiter in das Eigenwertpro-
blem zu vertiefen. Es geniigt, eine Eigenldsung von (6.1) zu finden, die das aus (6.2) re-
sultierende Eigenwertproblem nicht 16st. Setzen wir etwa A = (1,0,0,0). Dann folgt
aus der ersten Zeile von (6.5) iw = mc?, aus der dritten k, = 0 und aus der vierten
ky + ik, = 0. Nun hat die Klein-Gordon-Gleichung aber Lésungen in der Form ebener
Wellen mit A = (1,0,0, O)T und beliebigem Wellenvektor k. Alle Losungen dieser Form
mit k, # 0 sind also keine Losungen der Dirac-Gleichung.

Im Teil B konnen 10 Punkte erreicht werden. Die Abgabe der Aufgabe(n) bis zum unten
genannten Datum bitte per Mail an antonia.schulz@ovgu.de.
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