Prof. Dr. K. Kassner Fortgeschrittene Quantenmechanik SS 2020

Dipl. Phys. A. Schulz Blatt 4 19.05.20
Teil A
9. Infinitesimale Drehung im Minkowski-Raum 4 Pkt.
Zeigen Sie, dass die N—fache Anwendung der infinitesimalen Drehung im Minkowski-
Raum
0 0 00
_ @ ¢ (0 0 10
A== N o =1 0 0
0 0 00

im Limes N — oo auf eine Drehung um die z-Achse mit Drehwinkel ¢ fiihrt.

Hinweis: Es bietet sich an mit der Definitionsgleichung fiir die Exponentialfunktion

lim (1—1—%)1\] =e

N—o0

zu arbeiten. Dabei nutzt man aus, dass fiir eine m—dimensionale diagonale Matrix T mit
den Diagonalelementen t;,i =1,...,m

e’ = diag ()
gilt.

Losung: Die infinitesimale Drehung A = 1+ £] ist fiir £ < 1 eine Ndherung fiir
exp (]). N-fache Anwendung fiihrt fiir N — oo zu

lim <]1+%])N= lim exp (%])NIeXP(W)

N—o0 N—oo

Anmerkung: Dies ist auch eine Moglichkeit die Exponentialfunktion zu definieren.
Um exp (¢]) zu bestimmen nutzen wir aus, dass

wenn: ((P])diag = S_l(q)])S
dann:  exp ((¢/)diag) = S~ texp (¢])S
= exp(¢)) =S exp ((¢])diag) - S

Diagonalisiere also (¢]): Aus dem charakteristischen Polynom erhilt man die Eigen-
werte

det (¢] — A1) = A2 ()\2 + (pz) =0 = Ao=0 A3y4=Fig.

Zu den Eigenwerten miissen nun die Eigenvektoren bestimmt werden.

1. Ao
0 0 0 0\ /xq 0
0 0 ¢ O x| _|O
0 =9 0 0f[x| T |0 T =070
0 0 0 0/ \x4 0
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x1 und x4 sind frei wahlbar. Wir wihlen der Einfachheit halber fiir den ersten
Eigenvektor x; = 1, x4, = 0 und fiir den zweiten genau umgekehrt x; =0, x4 =1
und haben dann:

1 0
0 0
=g und x,, = 0
0 1
2. )\3[4
+ip 0 0 0 X1 0
0 Zip ¢ 0 x| |0
0 —¢ +ipg 0 ||x|T|o] T n=n=0
0 0 0 Hip/ \x4 0

Dann ist noch das folgende Gleichungssystem zu losen:

0 = Hixp, + X3 = x=d4i x=1

0 = —x 4+ =ixs
Nun haben wir auch Eigenvektor drei und vier:
0 0
Xpy = i und x,, = _1i
0 0

Wir erhalten (¢ Jgiag) tiber
(¢])diag = S~ (9])S.

Die Spalten von S bestehen aus den Eigenvektoren

1 00 O

00 i —i

5= 001 1

010 O

Wenn man S invertiert, erhilt man:

1 0 0 0
g1 _ 0 0 0 1
0 —i/f2 1/2 0
0 if2 1/2 0

Probe: mit S wird (¢]) gemaf S~!(¢])S diagonalisiert (auf der Diagonale stehen
die Eigenwerte)

1 0 0 0 0 0 0O 1 00 O
1 10 0 0 1 0 0 ¢ O 0 0 i —i
SeDS=10 —iy 15 0|0 = 0 0001 1
0 if2 1/2 0 0O 0 0O 010 O
00 O 0
|0 0 © 0
|0 0 —ip O
00 0 Iip
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Es ist
e 0 0 0 10 O 0
0 ¢ 0 0 01 0 0
xp ((¢)aig) = | 0 o e 0| = {0 0 i 0
0 0 0 e 00 0 ¢€°
Hiermit konnen wir nun exp (¢]) bestimmen:
exp (¢]) = S exp ((¢))diag) - S~
1 00 O 1 0 O 0 1 0 0 0
10 0 1 —i 01 O 0 0 O 0 1
o0 1 1 0 0 e 0 0 —i/2 1/2 0
010 00 0 ¢ 0 if2 12 0
1 00 1 0 0 0
oo i —il|]o 0 0 1
1001 1 0 —i/f2-e7 1% 1/2.¢71% 0
010 O 0 i/2-€l? 1/2-€% 0
1 0 0 0
O eiq)+67iq) eiwig—iq> O
e 0 . €i¢%e—i¢ @i‘/’fé’i‘/’ O
2i 2
0 0 0 1
1 0 0 0
|0 cos(gp) sin(p) O
= ople]) = 0 —sin(¢) cos(¢) O
0 0 0 1

In der unteren 3 x 3 Matrix erkennen wir den Drehmatrix fiir eine Drehung des
Koordinatensystems um die z—Achse im R®.

Anmerkung: Die hier gezeigte Methode zur Berechnung der Exponentialmatrix exp (¢])
ist allgemein anwendbar und fiihrt zum Ziel, wann immer man die Matrix in der Pra-
xis diagonalisieren kann. Die spezielle Struktur von | erlaubt im vorliegenden Fall aber
auch ein einfacheres und deshalb flotteres Vorgehen, ohne dass Eigenvektoren berech-
net werden miissten. Dazu stellen wir zunéchst fest, dass

0 0 0O 0 0 0O 0 0 0 O
2 0 0 1 0 o 0 10} 10 -1 0 O
I = 0 -1 00 0 -1 00| [0 0 -10
0 0 0O 0 0 0O 0 0 0 O

P=-] JI'=-1 P=]J,

d.h., die Potenzen von | wiederholen sich mit Periode 4. Das liegt daran, dass das
Quadrat der Blockmatrix aus der zweiten und dritten Zeile und zweiten und dritten
Spalte —1, ist und die ersten und vierten Zeilen und Spalten jeweils nur Nulleintrage
haben. Dann kénnen wir aber e?/ sehr einfach tiber seine Potenzreihe berechnen. Die
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geraden Potenzen der Matrix sind fiir m > 1 durch [*" = (—1)"(—]?) gegeben, die
ungeraden durch J?"~1 = (—1)"(—]), also

e?l —1— i (—1)m¢2m]2+ io: (_1)"1“ q)zm—lj
= 2m! = (2m—1)!

wobei der erste Term auf der rechten Seite von m = 0 kommt und der einzige ist, der
in der ersten und letzten Zeile der Matrix einen Eintrag liefert. Offensichtlich ist die
zweite Reihe fast die Kosinusreihe und die dritte exakt die Sinusreihe, was liefert

10 0 0

' 0 cos(p) sin(¢p) O

el =14 = JrcosgH sng = o Gn(g) cos(g) 0
0 0 0 1

Die Matrix 1 + J? liefert nur die beiden Einsen als Eintrage: 1+ | 2 — diag(1,0,0,1).

10. Kleinsches Paradoxon 10 Pkt.
Betrachten Sie die Dirac-Gleichung

(E—e®(z)) p = (ca’p. + a"mc?) ¢

fur ein Stufenpotential der Form

0 z<0
ecp(z):{v z>0 "

(a) Nehmen Sie an, dass von links eine ebene Welle mit positiver Energie einfalle und (4 Pkt.)
verifizieren Sie folgende Form der Losung;:

1[J<Z) _ { Ebein+¢reﬂ z<0

wtrans z 2 0
mit
1 1 0
; 0 _ 0 i 1
l/)ein — aezkz N , lpreﬂ — be ikz ) + b'e ikz 0 ,
0 0 A
chk E? — m2c*
wobei Etmc’ = und
1 0
. 0 . 1
Pirans = delkvz Ao + dlelkvz 0 ’
0 —Ay
) chk, V/(E —0)2 —m2c*
beidy = ———, k, = .
WObel Ao E—v+me?2 ° he
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(b) Zeigen Sie, dass die Stetigkeit von ¢ an der Schwelle impliziert: (2 Pkt.)

ko E -+ mc?
= b= I—d = [ g e _Lbwme
a+b=d, a-b=od, b =d4d =0, wobei ¢ K E_otm?

(c) Bestimmen Sie die durchgehende, jirans, und die reflektierte Stromdichte, jif, im Ver- (4 Pkt.)
hiltnis zur einfallenden Stromdichte jein. Zeigen Sie, dass fiir v > E + mc? folgt:
Jtrans < 0, ] refl 51 (kleinsches Paradoxon).

ein

Nutzen Sie dazu die in der Vorlesung definierte Viererstromdichte j* = ciptatp.

Hinweis: Da es hier um Verhdltnisse geht, ist fiir jein und ji.n das gleiche Vorzeichen zu

wihlen, wenn sie einander entgegen gerichtet sind.

T:jt,ransz 4Q2/ R:j.reﬂ:‘l_g
Jein ‘1 + Q’ Jein

Losung :

Losung:
(a)
(E—e®(z)) ¢ = (ca’p; + a"mc?) ¢
Ist die Dirac-Gleichung im Potential —e®(z)

[a!py — a"me —e®(z)] p =0,

_ k(0 ok _ m_ (1 0
ap =1, = (Uk 0 ,k=1,2,3, o = 0 —1

fiir p; = p2 = 0und a%poyp = %EM,D =E/c:
[f + a’ps — a™me — edb(z)} p=0 = [E—ed(z)]yp = (—ca’ps—+a"mc?) .

Wegen der Linearitdt der Dirac-Gleichung kénnen wir $ein, Prefi Und $irans auch
einzeln als Losung im jeweiligen Bereich verifizieren. Dafiir hier nochmal als Er-
innerung die beiden benétigten Matrizen:

0 0 1 0 10 0 O
B 0 o3\ |0 0 0 -1 oM 01 0 O
“\ez 0) |1 0 0 O 100 -1 0
0 =10 0 00 0 -1
Der auftretende Impulsoperator ist
I
Pz=Ps= 9z  iodz’
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chung ein, ergibt sich:

Pein: Setzen wir den gegebenen Bispinor ein in die rechte Seite der Diracglei-

(C“3p2 + ammCZ) Pein = (C“3Pz + ocmmcz) a el
A 1
_ 0 > 0
= |hkc 1 + mc Y
0 0

Setzen wir hier die Definitionen von A und k ein und betrachten die beiden
nicht verschwindenden Komponenten in der eckigen Klammer getrennt, fin-

O > O -

zen:
1
3 m 2 ikz 0
(ca’pz 4+ a™mc) ein = Eae A
0

Pren: Ganz analog zu ein erhalten wir

(ca®ps + a"mc?) Pren = | hick

+ |hck

_ o0 > O

(E —e®(2)) ein

den wir
E?2 —m2c*  ch E? — m?2ct
fickA 2—h 2
cleA +me ¢ hc E + mc? hc +me
E2 — m2ct , (E- mcz) (E+ mcz) )
m+mc = E + mc2 +mc* =E (102)
2
hek — mcPA — A <hc§ - mc2> —A <th EZ”C - mc2> —AE.  (103)

Mit diesen beiden Resultaten konnen wir Gleichung (10.1) wie folgt fortset-

=E lpein

Hier miissen wir nichts mehr rechnen, da die Gleichungen der einzelnen
Komponenten den Gleichungen (10.2) und (10.3) (evtl. nach Multiplikation
mit —1) entsprechen. Deshalb sehen wir sofort

1 0

3 m,, .2 —ikz 0 ! —ikz 1
(ca’p; + a™mc?) Pren = E be | tEVe o | = Etren

0 A

= (E—e®(2)) Yren  flirz <O0.

furz < 0.

(10.1)

be—ikz

b/e—lkz .
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(b)

Pirans: Wie wir sehen, gehen A, und k, aus A bzw. k hervor, indem man die Energie
E durch E — v ersetzt. Dies werden wir ausniitzen, um wie schon bei ¢, die
Gleichungen (10.2) und (10.3) zu verwenden. Hierzu nennen wir zunéichst
E — v := E'. Damit sehen wir, dass die beiden Gleichungen ihre Giiltigkeit
behalten, wenn wir neben der Energie auch k — k, und A — A, substituie-
ren. Zundchst erhalten wir jedoch

Ao 1
3 m, 2 0 2| O ikoz
(Clx pz +ame ) lptrans = thz; 1 —+ mc 1 de
— ‘v
0 0
0 0\ ]
Ao 2| 1 1 ikyz
+ thv 0 + mc 0 de .
-1 Ay
Mit unseren , modifizierten” Gleichungen (10.2) und (10.3) wird daraus
1 0
3 m,,, 2 ! 3.ikyz 0 1 g1 ikyz 1
(C“PZ+“ mc)lptrans:Ede ¢ A + E'd'e™ 0
(%
0 —Ay
= Ell)’]tranS = (E - U) 1,btrans

= (E - 8@(2» Ebtrans firz > 0.

Damit haben wir gezeigt, dass (ein Und req fiir z < 0 und Pirans fiir z > 0 Losun-
gen der Dirac-Gleichung sind. Damit ist fiir z < 0 natiirlich auch ein + Pren eine
Losung.

Die Stetigkeit von ¢ bei z = 0 fiihrt auf die Gleichung

1 1 0 1 0
0 0 RN 0 , 1
AR R I R I B R
0 0 A 0 —Ay
Die erste und die dritte Zeile liefern sofort

Die anderen beiden Zeilen fordern
bV=d  und b’:—%d/,

was sofort auf

V=d=0
tiihrt. Fiir die letzte Teilaufgabe werden wir an dieser Stelle schon zwei niitzliche
Formeln ableiten:

2
(a+b)+(a—b)=2a=d(1+0) — |a‘2:‘1+9’2‘i
2
@+h)—(a-b)=2B=di-¢) = [pf=[1-o
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(c) Allgemein ist die Vierer-Stromdichte definiert als [j = (cw, j)]
' = cylaly.

(In der kovarianten Schreibweise der Dirac-Gleichung wird dies zu
=y, mit = gla” =iy,
und man bezeichnet dann ¢ als den zu i adjungierten Spinor, nicht ¢*.)

Da wir uns nur fiir die drei rdaumlichen Komponenten interessieren, lautet die

Gleichung einfach
X1
j=cptay, mit a=|as .
a3

Weil bei allen hier auftretenden Spinoren entweder nur die geraden oder die un-
geraden Komponenten von null verschieden sind, verschwinden die Komponen-
ten j* und j¥. Dies konnten wir direkt nachrechnen oder uns klarmachen, dass die
Matrizen a! und a? immer eine gerade Komponente zu einer ungeraden machen
und umgekehrt (die damit verbundenen Faktoren (£1 bzw. +i) sind bei unserer
Uberlegung nicht interessant.). Man sehe:

000 1\ /[y ¥4
oo doo 1 o) [y]  |ws
“P=1lo100]||gs]| = | w0
100 0/ \gy 1
00 0 —i\ [ ity
oo oo i ooy | iys
“P=1o —io0 of|ys| = |-ipm
i 00 0/ \ygs iy

D.h. beim Skalarprodukt gtal/2yp werden die geraden Komponenten von ¢ auf
die ungeraden Komponenten von ¢ multipliziert (und umgekehrt). Da immer
eine von beiden Null ist, verschwindet der Strom in die beiden Richtungen. Dies
war beim Ansatz einer in z-Richtung sich ausbreitende Welle nicht anders zu er-
warten. Also bleibt einzig die z-Komponente zu berechnen. Diese bezeichnen wir
im Folgenden einfach wieder mit j. Mit

0 0 1 0 P 3
3. [0 0 0 =1 || [ —¢a
“P=11 0 0 of||w| T w
0 -1 0 0 (N )
erhalten wir fiir die einfallende Stromdichte:
1 A
' w ik ikz | 0 2 0
jein =ca*e ™ (1 0 A 0)a’ae™ A =clal"(1 0 A 0) 1
0 0
= 2Ac|al*.
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Fir die reflektierte Welle ergibt sich mit b’ = 0 einfach

1 —A
i * ik —ik 2 0
e = cb"e* (1 0 —A 0)a’be™™ | * | =clp"(1 0 =A 0)] |

0 0

= —2Ac|b*.

Dass der Strom negativ ist, bringt nur zum Ausdruck, dass er in die andere Rich-
tung fliefst. AuSerdem sind wir hier grundsétzlich davon ausgegangen, dass E >

mc?, weshalb A reell ist.

Anmerkung: Diese Rechnung setzt voraus, dass im Gesamtstrom die Interferenz-
terme zwischen einfallender und reflektierter Welle nichts beitragen. Das ist hier
(zufillig?) so. Eine saubere Berechnung muss aber (¢, + 91 1) a® (ein + Pren)
betrachten. Fiihrt man diese Rechnung durch, so erhilt man

j/C — ()\ 4 A*)E[*ﬂ 4 a*befZikz(A* _ )\) 4 ﬂb*QZikz()\ _ )L*) _ ()\ + A*)b*b,

d.h. Interferenzterme treten nur fiir A # A* auf (etwa bei E < mc?). Dann hat
man aber gar keine ebene Welle mehr, sondern ein exponentiell abfallendes oder
ansteigendes Feld. Dieser Fall ist hier physikalisch nicht sinnvoll.

Wir dndern im Folgenden die Vorzeichenkonvention fiir j.n 50, dass jein und jres
dasselbe Vorzeichen aufweisen, wenn sie einander entgegengerichtet sind. Der
transmittierte Strom lautet mit d’ = 0

A

<

1
juwans = cd*e = (1 0 A% 0) a®delte= AO =cld’(1 0 Ay 0)

5]

0
1
0 0
= (Ao +Ap)cld]?
In der Aufgabenstellung war v > E + mc? vorgegeben, was A = A, impliziert.

Hier soll der allgemeine Fall betrachtet werden. k, und damit A, wird rein imagi-
nir, wenn |E — v| < mc? und ist reell fiir |E — v| > mc>.

Mit unseren Ergebnissen aus (b) konnen wir nun die Verhédltnisse ausdriicken:

jtrans . )\v“’_/\; |d|2 _ )\v +)\; 4 _ 2<Q+Q*)

rans _ = s = - (10.4)
Jein 24 al 20 14" 1+

. 2 2

jren _ 6" _ [1—o] (10.5)

o [af? |1+ gl
Wie oben bereits erwdhnt, haben wir das Vorzeichen von j.g umgedreht.

Aus den oben diskutierten das Potential v und die Energie E des einfallenden
Teilchens enthaltenden Ungleichungen entnimmt man, dass A, und damit p rein
imagindr ist, falls —mc? < E—v < mc?, wihrend E > v + mc? oder E < v — mc?
reelles p, A, und k, impliziert. Fiir die Demonstration des kleinschen Paradoxons
relevant ist der Fall v > 2mc?, weil nur dann v > E + mc? moglich wird. Die Ab-
bildung stellt diesen Fall zusammen mit vier Energien des einfallenden Teilchens
dar, die qualitativ verschiedenen Situationen entsprechen.
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Eq

E vz
Es X v
E4 ! mc

L,

0 z

Die Potentialstufe ist blau eingezeichnet (und hat eine grofiere Strichdicke), die
Energiebereiche, in denen k, reell ist, sind durch Schraffur begrenzt.

Die Energie E; erfiillt E; > v + mc?, p ist also reell und fiir den Transmissionsko-
effizienten T gilt

T = jtrans _ 4P

ns > >0,
Jein |1—|—p’
>0
2
k E
denn Q: % E_|__1f|;—1:j7;lc_v>0
N~ ————
>0 >0

Der Reflexionskoeffizient R ist

R =l |1_p|§ <1,
Jein 11+ p|
Das entspricht der aus der Schrédingerschen Quantenmechanik bekannten par-
tiellen Reflexion eines Teilchens an einer Potentialstufe, deren Energie kleiner als
die kinetische Energie des Teilchens ist. Im relativistischen Fall wird die Gesamt-
energie inklusive der mit der Masse verkniipften Ruhenergie betrachtet und des-
halb muss die Teilchenenergie um mindestens mc? iiber der Energie der Stufe lie-
gen.

Liegt die Energie des einfallenden Teilchens oberhalb der Energie v der Stufe aber
unterhalb von v + mc?, ein Beispiel im Bild ist die Energie E,, so wird p imaginar.
Damit gilt offensichtlich nach Gleichungen (10.4) und (10.5)

T=0
=S 1+S(p)?

I S > =1.
[1+iS (o) +3(p)

In diesem Fall erfolgt also Totalreflexion des Teilchens, obwohl seine Energie ober-
halb der der Potentialschwelle liegt.

Die Energie E; erfiillt v — mc? < E3 < v. Hier ist p immer noch imaginar und des-
halb haben wir Totalreflexion, wie es auch in der nichtrelativistischen Theorie fiir
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E < v wire. Die Wellenzahl k, ist in den Féllen der Energien E; und E3 ebenfalls
imagindr, was eine in der Potentialstufe exponentiell geddmpfte Wellenamplitude
bedeutet, also Abwesenheit von Wellenausbreitung.

Der interessanteste Fall, der paradox anmutet, ist der einer Energie E4 mit E4; <
v — mc?. Hier ist k,, reell, d.h. es findet Wellenausbreitung innerhalb der Potential-
stufe statt!

Fiir ¢ finden wir:

>0
2
k E
0=t E+ifgc<0,
E+4+mc—0
>0 <0

Damit wird das Verhiltnis in Gleichung (10.4) negativ! D.h. es gilt

jtrans <0.

Das bedeutet, dass aus dem Bereich z > 0 durch die einfallende Welle Teilchen
,herausgelost” werden, und den Bereich in negative z-Richtung verlassen. (Da k,
positiv ist, bewegen sich die , Teilchen” in der Potentialstufe nach rechts. Was die
Stufe verldsst, bewegt sich nach links; da dies echte Teilchen sind, sind die sich
nach rechts bewegenden Objekte , Locher”.) Dementsprechend ist wegen

<0 = [l1-¢/>[1+q|
das Verhdiltnis in Gleichung (10.5) grofier als eins. Das bedeutet, wir haben
T<O0, R>1.

es werden also mehr Teilchen reflektiert als eintreffen. Im Sinn der diracschen Lo6-
chertheorie sind das Teilchen aus dem vollstindig besetzten Band mit relativ zu
v negativen Energien. Wegen v > 2mc? haben diese auflerhalb der Stufe erlaub-
te Energien freier Teilchen und konnen sie daher verlassen. Die dabei entstehen-
den Locher bewegen sich in entgegengesetzter Richtung. Fiir einen dufieren Be-
obachter liegt die Interpretation nahe, dass es bei Reflexion von Elektronen an der
Potentialstufe aufgrund des groflen Potentialsprungs zu Paarerzeugung kommt,
wobei das freiwerdende Positron in die Potentialstufe hineinlduft (die fiir es eine
Potentialabsenkung darstellt) wéhrend sich das zusatzliche Elektron verhalt wie
ein reflektiertes (es kann nicht so einfach in die Potentialstufe eindringen).

Die Losungen zu den Aufgaben im Teil A werden zu dem unten genannten Termin hoch-
geladen.

Teil B

7. Levy-Leblond-Linearisierung und intrinsisches magnetisches Moment 8 Pkt.

In der Aufgabe Levy-Leblond-Linearisierung der Schrodinger-Gleichung wurde gezeigt, dass
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der Differentialoperator der Schrodinger-Gleichung eines freien Teilchens sich geméf3

h? -
2mG%ﬁ— W):@ma—mmﬁ+®@ma—mmﬂ+g

2m

faktorisieren ldsst, wobei die rechts auftretenden Operatoren die Beziehungen

da =20 bk +ba =0
ic + éa = 2m o+ 0 = 26y ki1=1...3
cc=0 bk +bke=0

erfiillen. (Wir haben ¢ in ¢ umbenannt, um Konflikte mit der Benennung der Lichtge-
schwindigkeit zu vermeiden.) Aufserdem wurde gezeigt, dass eine Darstellung dieser Ope-
ratoren durch

_._ _.{0 0 Kk wk_ (0F 0 .. (0 1,
a=ia= 1(12 0) b* = b—<0 0'k> c-c-2m1<0 0>

gegeben ist.
Alle Losungen der linearisierten Gleichung
(ihaat A c‘) P(xt) =0 (7.1)
sind auch Losungen der Schrodinger-Gleichung
iho; + h—ZVZ (x,t) =0 (7.2)
. P(x,t) =0. :
Fiihren wir nun auf die tibliche Weise elektromagnetische Felder ein, namlich durch die
Ersetzung
9 h q
(po) o o po— Ao 159 = A
pf'{ - p - ¢ — q - q 7
g —inv Pr— Ak iV — A

wobei (A9, A)T = (&, A)" das elektromagnetische Viererpotential ist, so sind die aus der
Levy-Leblond-Gleichung (7.1) und die aus der Schrodinger-Gleichung (7.2) entstehenden
Gleichungen nicht mehr dquivalent.

Die aus (7.1) entstehende Gleichung lasst sich aber durch Linksmultiplikation mit einem
geeigneten Operator wieder auf die Form einer Schrodinger-Gleichung bringen. Fiihren
Sie dieses Programm durch und diskutieren Sie die gegeniiber der aus (7.2) entstehenden
Schrodinger-Gleichung auftretenden Zusatzterme. Zeigen Sie, dass einer dieser Terme die
Energie eines intrinsischen magnetischen Moments beschreibt und bestimmen Sie den zu-
gehorigen gyromagnetischen Faktor. Dazu miissen Sie sich zuerst klarmachen, dass der neue
Freiheitsgrad des Systems (von der Form Ac*) ein Teilchen mit Spin 1/2 beschreibt (etwa
durch Vergleich mit Drehimpulsvertauschungsrelationen).

Hinweis: Der gyromagnetische Faktor g, auch Landé-Faktor genannt, steht mit dem gy-
romagnetischen Verhiltnis o im folgenden Zusammenhang

_ . 1
7_g2mc'
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Das gyromagnetische Verhiltnis beschreibt das Verhiltnis zwischen einem Drehimpuls
und dem mit ihm verkniipften magnetischen Moment.

Losung:

Durch minimale Substitution
i
po — — Ao
) =
Pk Pk — — Ak
c
entsteht aus der Schrodingergleichung die Beziehung

2m c

[ihat Ay — (—ihV - qA>2] ¥(x,1) =0,

. —in)? 2
=i = g4+ 500 (Vo La) |y

die wieder die Form einer Schrédinger-Gleichung hat:

ih9 . h? . q 2 (7.3)
ihdyp(x,t) = Hp(x,t) mit H= ~5 (V — 1h—cA) +qAp. :

Die Levy-Leblond-Gleichung (die anders als die Dirac-Gleichung nicht die Form einer
Schrodingergleichung hat — wegen des singuldren Vorfaktors a) geht durch minimale
Substitution tiber in

[a (i59; — qAo) — b* (ihd,e + gAk> + c-} Y(x,t) =0. (7.4)
Wir multiplizieren diese Gleichung von links mit dem Operator

[ (159, — g A0) — B (19, + gAl> +¢|
und erhalten
[ (i1, — g 40) — B (ind,0 + gAl) +¢] [a (091 — qAo) — b* (15,0 + gAk) +e|¢

_ [ Zi(;z (i1, — gAo)® + B (ind0 + 14)) (2 + L a,) + e
— ab* (ind; — qAo) (ihd,. + gAk) —ba (ihd,: + gAk) (id; — g Ao)

+ ac (ihdy — gAg) + éa (ihd; — gAg) — (Eké + 5bk) (ihaxk + gAk) ] P(x,t) =0.
2m (ihdy — qAo) 0
(7.5)
Hier haben wir nach der Ausmultiplikation an einigen Stellen den stummen Index !

passend in k umbenannt. Bringen wir die partielle Ableitung nach der Zeit auf eine Sei-
te der Gleichung und dividieren durch 2m, so haben wir eine Schrédinger-Gleichung,
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die wir mit (7.3) vergleichen konnen. Vorher formen wir die Operatoren in der ersten
und zweiten Zeile noch etwas um:

B (indy + 241 (im0, + 14,
_ %E’bk (ihaxz + gm) (ihaxk + gAk) n %E"b’ (ihaxk n gAk> (ihaxZ n gA,)
= % (B0 + 5% <_hzax,axk + ZiAkA1> + izZElbk (Bt Ax + Ajdy)

h .
+ 12—2 (—260 = B'8") (9 + Axdy)

2 h h
= —0 <—hzaxzaxk + ZﬁAkAl + iTqaxkAl + iCquax1>

ha -

2 ha -~
= — (v +214) +iT50" [(0,5A0) — (0,4A)

c 2c
_ 9 2 @ —i€mom 0 _
== (-inv = La) G (T 0 ) (@)~ @uan)]

An dieser Stelle sind einige Kommentare angebracht. Bis zur vorletzten Zeile kann
man mit der allgemeinen Form der Gleichung rechnen; beim Ubergang von der dritt-
letzten Zeile zur vorletzten wurden Operatorrelationen der Form 0, A — Ady = (9, A)
verwendet, die man sich am besten klarmacht, indem man sich vorstellt, dass hin-
ter dem Operator noch eine Funktion steht, auf die er anzuwenden ist. Fiir die letz-
te Zeile wurde die spezielle Darstellung der b und b* und die Multiplikationsformel
fiir Spinmatrizen 0;0; = J;;1 + i€;jx0) verwendet. Aufserdem kann man den Term mit
dem Kroneckersymbol aus dieser Formel gleich weglassen, weil fiir k = [ die Dif-
ferenz in der eckigen Klammer verschwindet. Ferner haben wir einen Ausdruck der
Form €, [Xix — Xui] = 2€51m Xjx in der letzten Zeile; die Vereinfachung folgt aus der
Antisymmetrie beider Faktoren. Und natiirlich ist €y, 0,1 Ax = (V x A),,, womit sich
schliefilich fiir den Operator der ersten Zeile des ausmultiplizierten Operatorenpro-
dukts in (7.5) mit B = V x A ergibt:

2
1k (s q - 9 __(hg_a hq
B'b (lhax,+ CAI) (lhaxk+ CAk> = <1V CA) +=(c,B), (76)

worin B die magnetische Induktion ist.
Die zweite Zeile des ausmultiplizierten Operatorenprodukts in (7.5) lautet:
—ab* (ind; — qAo) (9, + gAk) —bta (i, + gAk) (i9; — gAo)

Hazabt [ihd; — g Ao, ihd, + gAk]

= b [indy, 10,4 + [ihdy, ﬂAk] — [940,ihd:] — 940, ﬂAk]
~———— c c

— \ﬁ/_/
=0 -0

= —ﬁbkihq (;l:atAk - Ak%at - Aoaxk + axkA(])
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— —abking [i (9t Ax) + (axkAo)} =7 abking [ (91 Ax) — (ax@)}

(0 0\ [(c" O\., . mg(0 O\_. Hhg/ 0O O
= o) (6 #)mn= (o )= (o o) @

E=-Vo-— %atA ist das elektrische Feld. Wir haben damit

!
C

h 2 p h , ]

0= |— <iV - ZA) + Tq (o,B) + g <(0‘?E) 8) + 2m (ihoy — qu)_ P(x, t)
, i

2mihdp (x, £) = [(?v - ZA) - hj (c,B) — Ff < (0015) 8) +2mgho| P(x,t).

Damit nimmt die der Levy-Leblond-Gleichung mit Feld entsprechende Schrodinger-
Gleichung die folgende Form an:

ihoi(x,t) = Hy(x, )

. 1 (h q 2 hq hq 0 0
(7.8)

Die Unterschiede zur Schrodinger-Gleichung (7.3) sind die Terme, die die Skalarpro-
dukte des Vektors o mit der magnetischen Induktion und mit dem elektrischen Feld
enthalten. Der letzte dieser Terme ist schwer zu interpretieren, er koppelt die unteren

mit den oberen Komponenten des Bispinors. Der erste Term ist die auch in der Pauli-
fig

Gleichung auftretende Energie eines magnetischen Moments der Grofse yu = o5, - im

Magnetfeld B.

Um das gyromagnetische Verhiltnis zu bestimmen, miissen wir einen Drehimpuls
identifizieren, der mit dem durch den Spinoperator o eingefiihrten neuen Freiheits-
grad verkniipft ist. Setzen wir L) = Ao und fordern, dass dies ein Drehimpuls ist, so
liefern die Drehimpulsvertauschungsrelationen

(1,1 = ihey 1

[)\0’1', )\0']] = ihé’l‘jk /\(Tk
E /\2 [0’1', 0']] = ihé‘l'jk /\U'k
0, 07] = ihejj o/ A
. h
andererseits gilt ;0 = i€ 0 = 05,07 =2iejpor = A= >

Mit dem obigen magnetischen Moment berechnen wir das gyromagnetische Verhéltnis

Vergleichen wir das mit der allgemeinen Formel u = g5L- L sehen wir, dass gilt

_. 1
7_g2mc'
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Der gyromagnetische Faktor (= Landé-Faktor) ist demnach ¢ = /5L = 2. Zur
Ableitung dieses Faktors, der das Doppelte des bei Bahndrehimpulsen tiblichen be-
tragt, braucht man also keine Relativitdtstheorie. Allerdings braucht man einen gu-
ten Grund dafiir, warum statt der urspriinglichen Schrodinger-Gleichung die Levy-
Leblond-Gleichung das Teilchen beschreiben soll. Anders als in der relativistischen
Variante hat man dafiir keine zwingenden Argumente. Aufserdem ist zweifelhaft, ob
der neu auftretende Term mit dem elektrischen Feld eine physikalische Bedeutung hat.

Im Teil B kénnen 8 Punkte erreicht werden. Die Abgabe der Aufgabe(n) bis zum unten

genannten Datum bitte per Mail an antonia.schulz@ovgu.de.
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