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Teil A

12. Majorana-Fermionen

Verschiedene Darstellungen der Dirac-Matrizen erlauben die Beschreibung von Fermio-
nen mit unterschiedlichen Eigenschaften. In diesem Beispiel wird eine rein imaginédre Dar-
stellung, eine sogenannte Majorana-Darstellung betrachtet.

(a) Zeigen Sie, dass eine unitire Transformation (U = U~1)
yhy = Uyu’ (12.1)

die Dirac-Matrizen wieder in Dirac-Matrizen tiiberfiihrt, d.h., dass auch die 'y”M die
definierenden Antikommutator-Relationen erfiillen.

(b) Wie transformiert sich dabei die durch
ClyfC = —yHT (12.2)

definierte Ladungskonjugationsmatrix?

Hinweis: Sie sollten nicht einfach annehmen Cj; = UCU'. Driicken Sie stattdessen
die y¥-Terme in der Gleichung durch ihre Transformierten aus und versuchen Sie
die Gleichung auf dieselbe Form zu bringen wie mit den untransformierten Dirac-
Matrizen. Sie sollten dann Cy; = UCUT als Transformationsgesetz fiir die Matrizen C
und C~! erhalten.

(c) Zeigen Sie, dass bei einer Transformation mit
1
U=—7"(1+7 12.3
ST 1+ (12.3)
aus der Standarddarstellung der Dirac-Matrizen die Darstellung
0 o iocg 0
i =177 = (02 02) =77 = < 0 i03>
0 . 0 (12.4)
—0 —ic
Th=-7= (02 02> =77 = < 0 —iol>
wird. Diese Darstellung ist rein imagindr, es gilt (')/VM) "= _75\[/1'

(d) Man zeige, dass mit dieser Darstellung die Dirac-Gleichung fiir ein freies Teilchen
eine reelle Gleichung ist und dass mit 15 auch 1}, Losung ist.

(e) Verifizieren Sie anhand von (12.2), dass C = 721" eine legitime Ladungskonjugations-
matrix ist. Bestimmen Sie die Ladungskonjugationsmatrix Cys in der neuen Darstel-
lung unter Verwendung der in (b) abgeleiteten Formel.

(f) Der adjungierte Spinor 1 ist definiert durch ¢ = ' (ist also nicht einfach der zum
Spaltenvektor i adjungierte Zeilenvektor "). Ferner ist der ladungskonjugierte Spi-
nor durch ¢¢ = C¢T gegeben. Zeigen Sie, dass in der neuen Darstellung gilt:

Vi = NePm (12.5)
wobei 7, eine (irrelevante) Phase ist.

Es folgt, dass eine reelle Losung )1 der Dirac-Gleichung in Majorana-Darstellung ihre
eigene Ladungskonjugierte ist. Ein solches Majorana-Fermion ist damit sein eigenes Anti-
teilchen.
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Losung:
(a) Die definierende Eigenschaft der Dirac-Matrizen ist [y#, 7" |+ = 2¢"" 1. Betrach-
ten wir also den Antikommutator der transformierten Matrizen:
N — uyrt vyt vyt urrt — U~V VAl t
[Ym Tu ]+ = UL UA'U + Uy U UAMU = U (Y + 9"y U
1 1
=2¢"Uuu’ =2¢" 1.

Damit haben auch die transformierten Dirac-Matrizen die definierende Eigen-
schaft.

(b) Wir driicken die untransformierten Grofien durch die transformierten aus, um die
Transformationseigenschaft der Ladungskonjugation zu bestimmen. Wir haben

Y =Utyh U,

was mit (12.2) liefert:

T

T
CTlutpUC = — (utyhu) = -u' (7)) (Uf) =-u"(vh) U (26

Ferner gelten:

T

utu =1 = ut (ut) =1 uTur =1,
uut =1 = uu' =1,
also U* = (UT) - Multiplizieren wir nun (12.6) von links mit U* und von rechts
mit UT:
B T
urctutyh, ucu’l = — (+h,) " . (12.7)
= CM

Berechnen wir C;/Il:
-1
Cy = (ucu™)  =urcTut,

was gerade die Matrix ist, die in (12.7) 7}, von links multipliziert. Die Gleichung
nimmt also die Form

CiitCu=— ()" (12.8)

an, ist somit formgleich mit (12.2). Deshalb ist das Transformationsgesetz fiir die
Ladungskonjugationsmatrix

Cy = ucur. (12.9)

(c) Diese Behauptungen sind direkt nachzurechnen. Die Standarddarstellung der Di-
rac-Matrizen lautet:

1 0 0 o
0 k k
v _<0 —]1)’ _<—c7k 0)’ k=1...3,
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worin die o} die paulischen Spinmatrizen sind. Wir benétigen fiir die Rechnung
die Adjungierte von U:

1 1 1
U=—""1+9") = U =—@0-9)9"=-"29"1++%) =U,
T At )=

und welche Darstellung die niitzlichere ist, ergibt sich jeweils aus dem Kontext.
1 2 1 2
Y = UPU" =597 (1+9%) (1°) (M +9%) = 597 [ 1+29°+ (77)
2 2 NI

N——
1 -1

_,0.2_ (10 0 o\ (0 o
_'”_<0 1)\ 0) " \»n o
1 1 2
T =UrU =290 (14777 (1= 7" = 57" (1+97) 7'y
2 2 ————

272

221,21 (0 o 0 o\ _ [ios O
_&,)-/IY’Y v = (—(72 0) <—(71 O> N (0 i0'3>
1

1 1
T =UyU = 29" (14+9%) 7 (1-9%)7" = 57" (1+7%) (¥ +1) 7
292
— ()= 2= (0 T
—— 02 0
1
1 1
M= UPU = 50" @+77) 7 (1= 17) 1" = 579° (14+27) %
——
22
(02,23 _,23_( 0 o 0 o3\ _ [(—im O
- == (5 §) (% 5) = (% )
1

Dass diese Darstellung rein imaginar ist, folgt daraus, dass die nicht verschwin-
denden Elemente von 7 alle imaginar sind, die von ¢7 und o3 aber alle reell.

(d) Dirac-Gleichung: (9"ihd,, —mc) 9 =0.
Transformation mit U:

U (y"ihd, —me) U™ Uy =0,
~~

M
(Yhgifdy — mc) ppr =0 (selbe Form) .
Komplexe Konjugation unter Beriicksichtigung von (v},)" = —4, liefert:

[(vh)" (=itdy) = me] gy =0,
(Yhgifdy, — me) iy =0,

d.h., 3, erfiillt dieselbe Differentialgleichung wie 1, ndmlich die transformierte
Version der Dirac-Gleichung.
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) C=72" = Cl=-9092=1920=C
Ct=(1")"(1») =1 (-7 =v°=C

Im Folgenden miissen wir einfach verifizieren, dass (12.2) erfiillt ist ((TlT = 01,

of = -0, 0 = 03):
_ T
ClA0C = 4240409200 — 10 — _ (,YO) )
——
1
_ 2 r
Clp1C = =290 4190 42 = 424102 — (,Yz) yl=ql=— (71) )
—%! 1
_ 2 T
C12C =122 = =2 () = =2 = — (43)",
SN N——
=1 1
_ 2 T
ClPC =92 ¥ =122 =— (1)) =3 =— ().
—7"7° 1

Im transformierten System ist die Ladungskonjugationsmatrix nach (12.9)

1 1 T T
C :ucuT: 011+ 2 2.0 ]]__1_72 ,YO
M \/E'V( 7)77\/2( ) ( )

1+9% 4°

1 1
=57 M+ 7 (1=7%) = 52" (1+27) (V' +1) =27 =14,

0 o _
CM:’YR/I:(UZ 02>:ch (=-C).

Die Darstellung mittels 'y?w folgt aus Teilaufgabe (c).

(f) Die Aussage lasst sich durch direktes Nachrechnen zeigen.

T T
Yir = Cudin = 7% (¥50%) =20 (%) (wh) =i
——
T P

Wir erhalten sogar Gleichheit! Allerdings ist der Ladungskonjugationsoperator
nur bis auf einen Phasenfaktor definiert. Offensichtlich gilt C"le * Ae'*C = C"1AC
fiir jeden Operator A, d.h. C und e*C = 7,.C konnen beide als Ladungskonjuga-
tiosmatrix gewidhlt werden. Damit ergibt sich die etwas schwéchere Behauptung
Y = ¥y
Anmerkung: Warum wird der adjungierte Spinor mit einem Faktor 7° definiert?
Betrachten wir die Adjungierte der Dirac-Gleichung;:

yt [ﬂ(—ihay) —mc} =0,
,YO,Y;t,),O
Pt [y* (—ihdy,) —me] y° =0.
't
4
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Durch Rechtsmultiplikation mit 7” entfernen wir diesen Faktor. Der adjungierte
Spinor erfiillt also die Gleichung, die man durch , Adjunktion ohne Verdnderung
der Gamma-Matrizen” erhielte. Das das Problem ist, dass die Gamma-Matrizen
(im Gegensatz zu den Alpha-Matrizen in der ersten Variante der Dirac-Gleichung)
nicht selbstadjungiert sind. Adjunktion ist d&quivalent zur Multiplikation mit ~°
von links und rechts. Durch Hereinnahme der Matrix 9" in die Definition des
adjungierten Spinors kann man diesen , unerwiinschten” Effekt ausgleichen.

Transponieren wir nun die Gleichung, um wieder auf Spaltenform zu kommen
und ersetzen (7*)T durch —C~19#C:

(7#iho, —mc) p° = 0.

Der ladungskonjugierte Spinor erfiillt also im feldfreien Fall die urspriingliche
Dirac-Gleichung (mit Feld wiirde er sie nach Ersetzen der Ladung durch ihr Ne-
gatives erfiillen).

Die Losungen zu den Aufgaben im Teil A werden zu dem unten genannten Termin hoch-
geladen.

Teil B

9. Relativistische Eigenenergien des Wasserstoffatoms

(a)

(b)

Entwickeln Sie die Sommerfeldformel fiir die Berechnung der Energieeigenwerte des
relativistischen Wasserstoffatoms

mc? | S 1)\? 1
EM:)z, (5]‘:J+2—\/<]+2> —, w0
Xs

1+ (”—5]‘

nach Taylor bis einschlieflich zur vierten Ordnung in der Feinstrukturkonstante a;.
Vergleichen Sie das Ergebnis mit der Naherung

2 4
2% % [(om 3
E,;=mc [1 o2 ot <]+% 1 i—)] 9.2)

im Skript.

Berechnen Sie die numerischen Werte (in eV) der relativistischen Korrektur zu den
Eigenenergien des Wasserstoffatoms mit Hauptquantenzahlen n = 1 und n = 2. Ver-
wenden Sie dabei die gendherte (9.2) sowie die exakte Losung (9.1). Vergleichen Sie
die numerischen Ergebnisse.
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Losung:

(a) Die Sommerfeldformel lautet

En,j . 1

mc? 1+ g(as)
wobei

a? . 1\2
g(as) = s 5 und (5](zxs)_]+§— <]+2> — a2
(” - 5]’(“5))
Daraus erkennen wir zunéchst 6;(0) = 0 sowie ¢(0) = 0. Dann ist
En,j(o)
=1,
mc

Fiir die Taylorentwicklung werden die Ableitungen nach der Feinstrukturkon-
stante a5 benotigt.

5]'(1)(5):
5l(as) = S 5/(0) = 0
[G+3)-a2)" |
1 o2 1
5f (as) = Tt 5 3 5/(0) =
| [(J'Jr%)z—“?r [(J'Jr%)z—“?]z | f+3)
5}//(0(5) _ 30; ; + 30;2 . 5]{//(()) -0
G5 =] [(+3) -]
g(as)
) 2as 2036 2us < &5 ) /
)= = 1 0)=0
S s s e i N GO0 A
u(as) o(as)

Der Ubersicht halber schreiben wir nun ¢’(as) = u(as) - v(a;). Wie man oben

sieht ist #(0) = 0 und v(0) = 1. Die weiteren Ableitungen haben dann die
Form

¢"=vv+du  und ¢ =u"vo+0"u+20u.

Wir berechnen v/, v, u” und v":

/ / 1" 2

(n—8)* (n—g)" (n=8)" (n—=¢) (n-¢)°
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/ 1" )
o (5]- N aséj zxs(SJ-
2/
(n=20;) (n=¢) (n-9)
26" 262 w8 w88 20,5'5" 20,83
" __ ] ] ] 1] 1] ]
— + + + + + 5

(m=9)  (n=0)* (n=9)  (n—-0)" (n-9)" (n—¢)
und bestimmen ihren Wert fiir a; = 0
2 2
= u,(O) = ;, ul, = 0, U/(O) = 0, U//(O) = 1N

= §'==  g§"(0)=0.

Fir die Ndherung der Sommerfeldformel bis zur vierten Ordnung brauchen
wir nun auch noch g'?(0):

glv(lxs) — u///v + M//v/ + v///u + v//u/ +2v//u/ +20/u//

— ulllv + U/,/u —1-30”1/[/ +30/u//

Hier fallen einige Terme fiir a; = 0 heraus. Es bleibt

: 2 2 12
P0)=u"0)+3 ——— 5 =u"(0)+ ——~.
SO T e O

Die einzige Ableitung, die wir noch bilden miissen ist u"’(«s). Dabei spielen
nur die Terme eine Rolle, bei denen (5]’/ alleine im Zihler steht. Alle andere

verschwinden.

u///(a ) 12(5,;/ _|_ :> u///(o) ]‘2
S - - .
(n—0)° n®(j+3)
. 24
= g7(0) = ,
n® (j+3)
E;, 1 ¢ Ei 1 g g2

E;’/] q" 2 J'q" - 15 g’3

1
mc? 2 (1 +g)

NN
=
—~
—_
+
oQ
SN—

Fiir die vierte Ableitung werden nur noch Terme mit g/ "und giv im Zahler
berticksichtigt:

Musterlosung/Abgabe: 30.06.20
Besprechung: 30.06.20



Modul 4: Fortgeschrittene Quantenmechanik SS 2020

Nun ist

E;,q,j(o) _ 0 EH,‘(O) _ 12 1 EZ,/]‘(O) _ 0
me2 me2  2n2  n?’ me2

Ev(0) 1

124 92N 129
me 2@ () A\ (i) ot

Fiir die Taylorentwicklung folgt:

2 e e e

_txg_(xgl n _2 n
2n2  2nt (j+1) 12

Dies entspricht der Ndherung im Skript.

1 1 12 9
1+0—7“—+0+ < ,1+4>zx§+...
) n

Anmerkung: Eine erhebliche Vereinfachung ergibt sich hier, wenn man gleich am
Anfang feststellt, dass a5 in der Formel nur quadratisch vorkommt und die Ent-
wicklung statt nach as nach y = a? durchfiihrt.

Noch einfacher diirfte es werden, wenn man, statt stur Ableitungen der auftreten-
den Terme auszurechnen, um die formale Darstellung der Taylorreihe beniitzen
zu konnen, einfach die bekannten Reihen fiir 1/v/1+x, 1/(n — x)? = 1/n% +
(2nx — x%)/(n*(n — x)?) und A — /A2 — y verwendet.

(b) Zur numerischen Bestimmung der Energieeigenwerte bendtigen wir:

1
3y~
ag =7297652-107° ~ 137

Firn = 1listj = :
2 4
T g% % (13
(1) E,;=mc [1 7 "5 (1 4>]

(7.297652)*-10~°  (7.297652)* - 10~ 12
2 8

= 8.18710577682389 - 10~ 4] [1 —

=0.999973359 973365
= 8.186887 67210792 - 10~ ] = 510985.336 970 526 eV

ch 2

@ E, 2 ;
o 1 s
1+ <11+ 1ag> Tz a2

8.187 10577682389 - 10~ 14]

L (7297 652)% - 10~
1—(7.297652)%-10-6

mc

=1.000 026 640736 35
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— 8.18688767210785 - 10 4] = 510985.336 970521 eV

AE =E;; —E,;=4831-10""eV

Fiirn =2istj = 3, %:

NI—

j:

8 128

~ e [1  (7.297652)*107° 5 (7.297652)" - 10—12]

=0.999993 339971 164
= 510995.546 728 422 eV

mc? mc?

= 2 22
\/1 + (“92> 1+ S 2
2-1+4/1—02 (1 4 \/@)

=1.000006 660 073 20

2) E

= 510995.546 728 420 eV

AE =E,;—E,;=1455-10"eV

~
I
NI

r_ ool _ak a2 3\]_
(1) Epj=me® |1-= -2 (5 -7 )| = 5109556773752V

=0.999 993 340 059 873

mc? mc?

nj — > 2
K S
1+ (2—2+\/4—_{x§> e

~————
=1.000006 659984 48

2) E

= 510995.546773 752 eV

AE = E;;—E,;=00164-10"" eV
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Im Teil B konnen 7 Punkte erreicht werden. Die Abgabe der Aufgabe(n) bis zum unten
genannten Datum bitte per Mail an antonia.schulz@ovgu.de.
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