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13. Wissens- und Verstindnisfragen 36 Pkt.

(a) Fiir ein freies Teilchen kann man eine relativistische Schrodingergleichung in der (3 Pkt.)

Form
i =Hy,  H=cy/m22+p?

aufstellen. Geben Sie zwei Griinde an, warum diese Beschreibung unbefriedigend ist.

(b) Warum fiihrt auch die Klein-Gordon-Gleichung (2 Pkt.)
1 92 ,  m3c?
(17 o)y

nicht zu einer zufriedenstellenden Beschreibung freier relativistischer Elektronen? (In-
terpretation der Wellenfunktion?)

(c) Sind alle Losungen der Dirac-Gleichung (1 Pkt.)

., 0
<1h8t —cp1(o,p) — pgmc2> p=0

auch Losungen der Klein-Gordon-Gleichung?

(d) Sind parallele Komponenten von Impuls und Drehimpuls fiir ein Teilchen gleichzeitig (2 Pkt.)
scharf messbar? Begriinden Sie Thre Antwort.

(e) Welche der Groflen Geschwindigkeit, Impuls und Bahndrehimpuls eines freien Teil- (4 Pkt.)
chens sind in der Dirac-Theorie keine Erhaltungsgrofien? Wieso legt die Antwort auf
diese Frage die Existenz des Spins nahe? Mit welcher Erhaltungsgrofie ist dieser ver-
kniipft?

(f) Aus welchen zwei Termen setzt sich der Gesamtdrehimpuls des Elektrons gemafs der (1 Pkt.)
Diracgleichung zusammen? (Formel und Benennung)

(g) Was versteht man unter Zitterbewegung? (2 Pkt.)

(h) Warum stellen die Losungen negativer Energie der Dirac-Gleichung ein Problem dar? (5 Pkt.)
Skizzieren Sie, mit welchen Ideen Dirac es 1oste. Welches Teilchen konnte er so vor-
hersagen und wie sehen die Kenngrofien dieses Teilchens (Ladung, Masse, Energie)
aus? Wieso gerdt man mit dieser Interpretation an die Grenzen der Moglichkeiten der
Dirac-Gleichung?

(i) Was versteht man unter dem kleinschen Paradoxon? Wie kann man es erklaren? (2 Pkt.)

(j) Welchen Wert sagt die Dirac-Gleichung fiir den gyromagnetischen Faktor des Elek- (1 Pkt.)
trons voraus?

(k) Inschwach relativistischer Naherung lasst sich die Dirac-Gleichung mit duflerem elek- (3 Pkt.)
trischem Feld auf eine Schrodinger-Gleichung der folgenden Form zurtickfiihren:

2 4 2
o P P qh qh” .
hp = - +q0— S — T _QivE | yp.
y <2m 4 8m3c? 4m2c20( <) 8m?2c? div ) v
wobei @ das externe Potential und E = —V @ das elektrische Feld ist. Geben Sie fiir
zwei der Terme drei bis fiinf des Hamiltonoperators eine physikalische Interpretation.

(1) Welche Quantenzahlen sind fiir die Kennzeichnung der Energieeigenwerte des rela- (3 Pkt.)
tivistischen Wasserstoffproblems notwendig? Welche Entartung ist also aufgehoben?
Welchen quantenfeldtheoretischen Effekt, der zu einer zusétzlichen Aufspaltung von
Energieniveaus fiihrt, erfasst die Dirac-Gleichung nicht?
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(m) Bei der Quantisierung der schwingenden Saite erhdlt man fiir die geeignet normierten (2 Pkt.)
komplexen Amplituden der Eigenschwingungen Operatoren. Welche Kommutator-
Relationen erfiillen diese? (Nummerieren Sie die Eigenschwingungen mit ihrer Wel-
lenzahl.)

(n) Wie lauten die Kommutatorrelationen fiir die mit dem Vektorpotential verkniipften (3 Pkt.)
Feldoperatoren bei der Quantisierung des elektromagnetischen Feldes in Coulomb-
Eichung? Welche Nebenbedingung fiihrt zur Abweichung von den tiblichen Quanti-
sierungsregeln?

(0) Was versteht man unter zweiter Quantisierung? Wodurch unterscheidet sich die zwei- (2 Pkt.)
te Quantisierung bosonischer und fermionischer Felder?

Losung:

(@) (Nur zwei der folgenden Antworten werden erwartet.)

i) Die Wurzelfunktion ist fiir Operatoren vieldeutig.

ii) Zeitableitungen und Ortsableitungen treten nicht in der aufgrund der relati-
vistischen Invarianz zu fordernden symmetrischen Form auf.

iii) Die Gleichung ist nicht verniinftig auf den Fall der Anwesenheit eines elek-
tromagnetischen Feldes zu verallgemeinern. (Das heifit, wenn man die Ver-
allgemeinerung gemafs der Standardmethode — minimale Substitution — ver-
sucht, dann ergibt sich eine Gleichung, die ein Teilchen im elektromagneti-
schen Feld nicht richtig beschreibt.)

(b) Die Klein-Gordon-Gleichung lasst sich in eine Kontinuititsgleichung umformu-
lieren. Die zugehorige , Wahrscheinlichkeitsdichte” nimmt aber Werte mit beiden
Vorzeichen an. |12 kann nicht als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert werden,
weil damit keine Kontinuitatsgleichung verkniipft ist.

(@) Ja.

(d) Ja. Legen wir das Koordinatensystem so, dass der Impuls in z-Richtung weist.
Die Drehimpulskomponente L, = xp, — ypx setzt sich dann nur aus Operatoren
zusammen, die mit p, vertauschen (d.h., sie enthilt nicht die z-Komponente des
Ortsoperators).

(e) Geschwindigkeit und Bahndrehimpuls sind keine Erhaltungsgrofsen (der Impuls
ist eine, aber das war nicht gefragt...)

Dass der Bahndrehimpuls keine Erhaltungsgrofle ist, legt nahe, dass er nicht den
gesamten Drehimpuls darstellt, denn von dem wiirden wir natiirlich erwarten,
dass er erhalten ist. Die Differenz zwischen dem Gesamtdrehimpuls und dem
Bahndrehimpuls ist der Spin.

Die Existenz des Spins ist also mit der Existenz einer Erhaltungsgrofie Gesamtdreh-
impuls eng verkntipft.

O J=L+S=rxp+ic
Dabei ist L der Bahndrehimpuls und S der Spin.
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(g) Eine ideale Messung einer Geschwindigkeitskomponente liefert nach der Dirac-
Gleichung immer den Wert +-c oder —c. Da Geschwindigkeitsmessungen in der
Praxis Werte zwischen diesen beiden Extremen liefern, muss die Elektronenge-
schwindigkeit zwischen ihnen hin und her oszillieren oder ,zittern”, und zwar
mit hoher Frequenz. (Auch der Ort eines freien Teilchens hat eine oszillatorische
Komponente.)

(h) Ein Problem stellen die Losungen negativer Energie dar, weil sie in der Dirac-
Gleichung nicht einfach von denen positiver Energie entkoppeln. Es sind also
Uberginge zwischen positiven und negativen Energien moglich, was ein Igno-
rieren der Losungen mit negativen Energien (also ihre Verwerfung) nicht erlaubt.
Losungen positiver Energie sind instabil gegeniiber dem Zerfall in solche nega-
tiver Energie, die ﬂbergangswahrscheinlichkeit fiir einen solchen Prozess (unter
Photonenabgabe) ist von null verschieden.

Dirac 16st das Problem, indem er postuliert, dass der Vakuumzustand einer ist,
in dem alle Finteilchenzustidnde negativer Energie mit Elektronen besetzt und al-
le positiver Energie leer sind. Fiigt man nun ein Elektron mit positiver Energie
hinzu, so kann es aufgrund des paulischen AusschlieSungsprinzips nicht in einen
Zustand negativer Energie tibergehen.

Unbesetzte Zustdande negativer Energie konnen vorkommen (z.B. kann durch Ab-
sorption eines hinreichend energiereichen Photons, eines y-Quants, ein Elektron
aus einem Zustand negativer Energie in einen positiver Energie angehoben wer-
den), sie haben eine positive Energie, Masse und Ladung. Die Masse entspricht
der von Elektronen, die Ladung der negativen Elektronenladung. Es handelt sich
um Positronen (nicht Protonen, wie Dirac urspriinglich dachte).

Die Grenzen der Moglichkeiten der Dirac-Gleichung sind erreicht, weil man ei-
ne Einteilchengleichung (die Diracsche Wellenfunktion hingt nur von einem Satz
raumzeitlicher Koordinaten ab, kann also nur ein einzelnes Teilchen darstellen)
beniitzt, um Mehrteilchensysteme zu beschreiben (Elektronen-Positronen-Paare
und ihre Vernichtung); das fiihrt zwangslaufig zu quantitativen Fehlern; fiir eine
exakte Beschreibung wird die Quantenelektrodynamik benotigt. (Generell kann
man keine richtige relativistische Theorie aufstellen, die auf dem Ein-Teilchen-
Niveau verbleibt.)

(i) Das kleinsche Paradoxon ist die Erscheinung, dass bei Reflexion von Teilchen
(Elektronen) an einer gentigend hohen Potentialstufe der Reflexionskoeffizient
grofier als eins werden kann. Dies passiert, wenn die Energie des einfallenden
Teilchens um mebhr als mc? unterhalb der Energie der (rechteckigen) Potentialstu-
fe liegt. Erkldren ldsst sich das Phianomen mit der Freisetzung von Teilchen aus
dem durch die Potentialstufe nach oben verschobenen Dirac-See (mit relativ zur
Potentialbarriere negativer Energie).

(j) Die Dirac-Gleichung sagt ¢ = 2 voraus.

(k) (Nur zwei Antworten erwartet.)

pt

8m3c2

— Korrektur der kinetischen Energie aufgrund der relati-
vistischen Dispersionsrelation
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W)

(m)

(n)

—%0’ (Exp) — Spin-Bahn-Kopplung; E = — (d®/0dr) r/r fir ein ra-
dialsymmetrisches Potential
= EXp xrxp (=Bahndrehimpuls)
allgemein: Wechselwirkung des Elektronenspins mit
dem Magnetfeld, das im Ruhsystem des Elektrons auf-
grund seiner Bewegung mit Impuls p durch das duflere
elektrische Feld erzeugt wird (p = 0 = keine Wech-
selwirkungsenergie)

an’ . .

T divE — Darwin-Term

Folge der Zitterbewegung

Die Energieeigenwerte E, ; des relativistischen Wasserstoffproblems hingen (wie
die Notation nahelegt) von der Hauptquantenzahl n und der Drehimpulsquan-
tenzahl j ab. Damit ist die /-Entartung oder zuféllige Entartung des nichtrelativis-
tischen Wasserstoffproblems aufgehoben, denn verschiedene I-Werte entsprechen
in der Regel auch verschiedenen Werten von j. Nicht beschrieben wird durch die
Dirac-Gleichung die zusitzliche Aufspaltung von Niveaus mit gleichem n und
gleichem j durch die Lamb-Verschiebung (z.B. Aufspaltung der nach der Dirac-
Gleichung entarteten Niveaus 2s;,, und 2p;,;). Die Lamb-Verschiebung ist Fol-
ge von quantenelektrodynamischen Effekten (Wechselwirkung des Elektrons mit
seinem eigenen elektromagnetischen Feld, Kopplung an Vakuumfluktuationen).

Die komplexen Amplituden der Normalschwingungen werden, nach geeigneter
Normierung, zu Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Normalschwin-
gungsmoden. Seien by, b}, der Vernichtungs- und Erzeugungsoperator fiir die
Normalschwingung mit Wellenzahl k bzw. k', so gelten die Vertauschungsrelatio-
nen fiir Bosonen:

[bk, b,t,} — S, [bk, bk/] - [b;, bﬂ —0.

[nf(x),Al(x’)] = ?(5}{(x—x'), [Af(x),Al(x/)} - [nf(x),nl(x’)} =0.

Hierbei sind die 7/ die Komponenten des zu A kanonisch konjugierten Impulses
(dessen klassische Variante dem klassischen Feld A proportional ist) und

kik
5}{(x—x)— i10(x — x ——Z Leik(x

ist die transversale Delta-Funktion, die die Bedingung
90j (x —x') = 901 (x —x') = 0

erfullt.

In der tiblichen Quantisierungsregel wiirde statt der transversalen Deltafunktion
einfach 6;6(x — x") stehen. Dann ist die durch die Coulomb-Eichung geforderte
Nebenbedingung V - A(x) = 0 nicht erfullt.
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(0) Zweite Quantisierung ist die Behandlung der Schrodingergleichung im Rahmen
des Formalismus der Feldquantisierung. Die Einteilchenwellenfunktion wird da-
bei wie ein klassisches Feld behandelt. Bosonische und fermionische Felder un-
terscheiden sich durch die bei der Quantisierung geforderten Kommutatorrelatio-

Bosonen: [¥(x),¥T(x')] =0(x — &),

[F(x), ¥()] =0,  [¥'(x),¥(x")] =0
Fermionen:  [¥(x), Y7 (x') ]+ = 6(x —x'),

[F(x),¥(x') ]+ =0, [¥'(x)¥"(x)]+=0

Auf diesem Blatt sind einige Wissensfragen gesammelt, die bei der Vorbereitung der miind-
lichen Priifung helfen sollen.




