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Teil A

3. Pauli-Matrizen 4 Pkt.
In Aufgabe B2 wurden die Pauli-Matrizen definiert und gezeigt, dass gilt

ool = 0ijlla + ieijkak, (3.1)

Nun sollen weitere Eigenschaften der Pauli-Matrizen untersucht werden. Verifizieren Sie

(a) (2 Pkt.)
(c-a)(c-b)=a-b+ic-(axb),
fiir zwei beliebige dreidimensionale Vektoren a und b mit zahlenwertigen Kompo-
nenten. Weiterhin ist ¢ = (¢, 02, 0®) ein Vektor mit den Pauli-Matrizen als opera-
torwertigen Komponenten.

(b) dass die Pauli-Matrizen vollstandig sind, d.h. jede 2 X 2-Matrix als Linearkombinati- (2 Pkt.)
on der Einheitsmatrix 1, und der o; ausgedriickt werden kann.

4. Kommutatoren mit Orts- und Impulsoperator (Wiederholung) 7 Pkt.
(a) Ausgehend von der Vertauschungsrelation zwischen Orts- und Impulsoperator (2 Pkt.)
[%,p] = if (@.1)

zeige man durch vollstindige Induktion, dass

[%,p"] = ihmp"! (4.2a)
[p,2"] = —ihng"? (4.2b)
gilt.
(b) Fiir nach Potenzen von £ und p entwickelbare Funktionen F(%, p) beweise man die (3 Pkt.)
Regeln
s rro a1 i OF
[%,F(%,p)] = lhaTa (4.3a)
o Ay a1 i OF
[F(%,p),p] = ihs. (4.3b)

Man mache sich klar, dass die beiden letzten Formeln nur bei genauer Interpretation
der Ableitungen niitzlich sind. Insbesondere gelten wegen der Nichtvertauschbarkeit
von £ und p die tiblichen Formeln fiir die Potenzreihenentwicklung nicht.

(c) Verwenden Sie speziell die Formeln zur Berechnung des Kommutators [p, F(%, p)] fiir (2 Pkt.)
die Operatorfunktionen F(%, p) = £4p* 4+ p?2* und F(%, p) = 28%p?%%.

5. Kontinuitdtsgleichung 2 Pkt.
Zeigen Sie, dass die Klein-Gordon-Gleichung,

19 & 92 92 m3c? B
G A = A
eine Gleichung der Form einer Kontinuitatsgleichung impliziert,

do .
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Dabei ist

mc?

ik Lo oYP*
- (lp o Vo )
und )
. —ih * *
j=— WV —yVy)
Warum kann ¢ nicht als Wahrscheinlichkeitsdichte gedeutet werden?
6. Quadratwurzel des d’Alembert-Operators
19

Der d’Alembert-Operator O = ; 5;; — A hat in Vierervektorschreibweise die Form

3
0 0 .
D—Zzzoﬁaixl, Z—O,...,3

wobei die kovarianten Ableitungen mit

0 14 0 0 0 0 0 0

9x0  cot’ oxl — ox’ o0x2  ay’ dx3 oz
und dementsprechend die kontravarianten mit

0 19 0 0 ) ) 0 0

dxo cot’ d9x;  ox’ ox; oy’ ox3 0z

gegeben sind. Sie sind Elemente des Vierergradienten

19 . (10 4
d; (c 5% V) bzw. 9 (c 5 V> wobei 0; = g;;0/, mit ¢ = diag(1l, —1;).

Ziehen Sie die Quadratwurzel aus dem d’Alembert Operator O. Der resultierende Aus-
druck soll linear in den Orts- und Zeitableitungen sein.

Hinweis: Nehmen Sie an, dass mit noch unbekannten orts- und zeitunabhéngigen Opera-
toren 7', die mit dem Impulsoperator vertauschen, gilt /O = '9;. Welche Bedingungen
miissen die Koeffizienten ' erftillen?

Die Losungen zu den Aufgaben im Teil A werden zu dem unten genannten Termin hoch-
geladen.

Teil B

3. Losung der Klein-Gordon-Gleichung
Losen Sie die Klein-Gordon-Gleichung

—W¥¢:<—W¥VLH#&)¢
mit dem Ansatz einer ebenen Welle
P(r, t) = Aellwt-kn),

Wie lautet die Dispersionsrelation w(k) und wie steht diese in Verbindung zur Energie-
Impuls-Beziehung?
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4. Klein-Gordon Gleichung in schrodingerscher Form 6 Pkt.

(a) Fiihren Sie die Klein-Gordon-Gleichung in ein gekoppeltes System zweier Differenti- (2 Pkt.)
algleichungen tiber, die linear in der Zeit sind. Dazu diene der Ansatz:

)
v=¢+x zhaif = mc*(¢ — x).

(b) Wie lautet die Ladungsdichte p’ = ep ausgedriickt durch ¢ und x? (2 Pkt.)
(c) Zeigen Sie, daf$ das gekoppelte Gleichungssystem wie folgt geschrieben werden kann: (2 Pkt.)

(2 1) ¥ o
()

1 1)\ —H_, 1 0 )
H_<—1 —1>2mv +(o —1>mc
Im Teil B kdnnen 8 Punkte erreicht werden. Die Abgabe der Aufgabe(n) bis zum unten
genannten Datum bitte per Mail an antonia.schulz@ovgu.de.

Dabei ist

und
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