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1. Rechnen mit Nabla. Zeigen Sie durch Auswertung in kartesischen Koordinaten die fol- (4 Pkt.)
gende Relation und werten Sie die anderen Relationen analog dazu aus.

Vo (VxW)=Wo(VxV)-Vo(VxW)
. V><(®-V>
.VX(VxW)
« V (Vo)

Losung: Das Kreuzprodukt kann wie folgt geschrieben werden:
L 3 3
(V X W). =Y ) euViW
'ok=11=1
In kartesischen Komponenten erhalten wir dann:
Vo (V X W) = Zi,]',k 81- (é'i]‘ijWk)
= Yi, ik €ijk (WidiVj + VjoiWe)
:W0<VXV>—V0<V><I7V>
Analog berechnen wir:

V x (QD : ‘7>i = Ljk €ijk0j (PVk)

= Zj,k €ijk (®a]Vk + Vkaqu)

:@(Vle—(VxV@)

i

In der folgenden Aufgabe verweden wir die Kontraktion zweier total antisymmetri-
scher Tensoren:€;jx€xim = i16jm — Simbj-

Vo (VX)) = Eyprmesucndy (V)
= Liktm (i0jm = Simdj) (Wmd;Vi + ViojWi)
= 5 (W2, Vit Vi, = Wy = V)
(W V) VW (V) 47 (V) - (7 V) W]

1
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Die Auswertung von V (17 o W) erfolgt nach der Produktregel

v (VoW) = L2 (W) = L[V, 0) + Wy (v

2. Die Vektorfliche. Der Vektor
7= / df
S

wird manchmal auch Vektorfldche einer beliebigen Oberfliche genannt. Man sieht leicht,
dass sein Betrag fiir nicht gekriimmte Flachen dem Flacheninhalt entspricht.

(a) Berechnen Sie die Vektorflache einer Halbkugelschale ohne Boden. (1 Pkt.)
(b) Zeigen Sie, dass @ = 0, falls es sich um eine geschlossene Oberfliche handelt. (1 Pkt.)
(c) Beweisen Sie, dass 4 fiir alle Oberfldchen mit gleichem Rand 9S identisch ist. (1 Pkt.)
(d) Zeigen Sie fiir das geschlossene Wegintegral iiber den Rand der Oberfldche (1 Pkt.)
i= % 7{ 7xdl.
as
Hinweis: Zeichnen Sie einen Kegel vom Rand der Oberfliche zum Koordinatenur-
sprung. Zerlegen Sie dessen Oberfldche in infinitesimale Dreiecke von der Spitze zum
Rand und nutzen Sie die Eigenschaft des Kreuzproduktes.
(insgesamt 4 Pkt.)

Losung:

(a) Der Flachennormalenvektor lautet
df = R?sin(8)e, .

Setzt man hier die Transformationsgleichungen zwischen karthesischen und Ku-
gelkoordinaten ein, erhdlt man

€, = sin(®) cos(¢)eéx + sin(?) sin(¢)e, + cos()e,

Damit ergeben sich folgende Integrale:

o[

®) cos(p)ddde

O\N\Zl

R?%sin?(®) sin(¢)ddd g

wal
I
o\,;
O\N\Zl

R?sin(®) cos(d)ddde

S

I
O\S
S S~
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Wie man schnell durch Ausfiihren der Integration tiber ¢ feststellt, verschwinden
die ersten beiden Integrale. Im dritten Integral kann man leicht die Integration
tiber ¢ ausfithren, indem man feststellt, dass der Integrand die Form (&) - £'(¢)
hat.

Es ergibt sich

Zi - 7TR252.

(b) Wir betrachten den Gaufs’schen Integralsatz fiir das Volumen V und dessen ge-
schlossene Oberflédche S.

/v-ﬁdvz / Edf
v )

S

Wihlen wir F = &p mit einem konstanten Vektor ¢, so ergibt sich mit der Umfor-
mung

V(cp) =pVCc+cVp=CVp

der Gaufssche Satz zu
6/VpdV:8/ p-df.
14 s(v)
Damit erhalten wir

/VpdV: /p-df.
14 (V)

Setzen wir hier nun p = 1 so folgt die Behauptung.
/dezﬁz / 1.d4f = / df = 7.
14 (V) S(V)

(c) Man stelle sich zwei nicht geschlossene Flichen mit demselben Rand vor. Neh-
men wir an, die Vektorflichen der beiden Flachen wiren verschieden. Setzen wir
die beiden Fldchen zu einer geschlossenen Flache zusammen, muss deren Vektor-
flache nach (b) gleich Null sein.

Oz/df:/df—/df:pﬁ—c?z
S S1 Sy

Mit unserer Annahme, dass die beiden Flachenvektoren verschieden sind, wire
diese Gleichung falsch, woraus folgt, dass die Annahme 4; # 4, falsch ist.

(d) Da nach (c) Flichen mit gleichem Rand die gleiche Vektorfliche haben, kénnen
wir auch eine beliebige Flache wahlen um die Vektorflache zu einem gegebenen
Rand zu berechnen. Wir wihlen nun einen Kegel, dessen Spitze im Nullpunkt
liegt und dessen Bodenfliche vom gegebenen Rand begrenzt wird. Wir driicken
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nun den Flichennormalenvektor d f durch das Kreuzprodukt von 7 und dem Tan-
gentialvektor dl aus.

-

df = 37 x i)

Dabei nutzen wir aus, dass der sich aus dem Kreuzprodukt ergebende Vektor
senkrecht auf den beiden Vektoren steht und sein Betrag gleich dem Flachenin-
halt des von den beiden Vektoren aufgespannten Parallelogramms ist. Integration
tiber den gesamten Rand liefert dann die Vektorflache.

3. Poisson Gleichung. Losen Sie die Gleichung: (3 Pkt.)
AD(7) = p(7) reV
D7) =o(7) 7€ S(V) (Randbedingung)
AF(F) =0 reV (homogene Losung)

Hierbei ist S(V') die Oberfldche des Volumens V.
Hinweis: Fiihren Sie G’ = G + F, mit G - Greensche Funktion des Laplaceoperators ein.
Stellen Sie ®(7) als Integral iiber eine é-Fkt dar. Nutzen sie die Beziehung AG(7,7) =

J(7 —7'). Wenden Sie den 2.Greenschen Satz an um zu einer Integraldarstellung von @ zu
gelangen.

Losung: Wir fithren ein
G=G+rF

Dann gilt

2.G£eenfé(?7—;)Aq)( )dV/ =+ f [ v/é(?,?/)—é(?,7')v<b] df/
%4

5(v)

= [ GG )p(7) + [ [@F)V'EET) - 6 7)V] df
1 S(V)

= [GF7)p(7) + [ o(®)\V'CEP)f
1%

5(V)

F ist nicht eindeutig festgelegt und kann somit so gewdhlt werden, dass die Greens-
funktion auf dem Rand verschwindet:G(7,7) = 0 fir 7 € S, womit das hintere In-
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tegral Null wird(letzter Umformungsschritt) und ®(7) durch eine Integraldarstellung
bestimmt ist.

Auf diesem Ubungsblatt sind maximal 11 Punkte zu erreichen, Abgabe der ersten beiden Auf-
gaben erfolgt am 15. 04.2009.
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