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M. Hummel Blatt 5 29.04.2009

1. Energie von Ladungsverteilungen.

(a) Welche Arbeit ist nétig, um eine Ladungsmenge Q aus dem Unendlichen gleichméfsig (2 Pkt.)
auf einer Kugeloberfldche zu verteilen?

(b) Welcher Druck wirkt auf die Kugeloberfldche durch die Ladungsansammlung? (2 Pkt.)
Hinweis: Betrachten Sie im Teil a die mechanische Arbeit fiir das Aufbringen infinitesima-
ler Ladungen im entsprechenden Feld. (insgesamt 4 Pkt.)
Losung:

(a) Eine kleine Testladung dq in der Ndhe einer homogen geladenen Kugeloberfldche
der Ladung g spiirt am Ort 7 die elektrostatische Kraft

- gdg
F(r) 47Teor3r

Um eine solche Testladung dg aus dem Unendlichen auf die Kugeloberfldche auf-
zubringen, ist die Arbeit
R
_ _qdq
r—co 47T€0R

R R
Y P qdg . [ _qdq
dW = LF(Y) dr = o 4regr? dr = < 4regr

notwendig. Zum Aufbringen einer Gesamtladung Q muss schliefSlich die Gesamt-
arbeit

Q Q2
W= / 9dq__
4egR 87T€0R

aufgewandt werden.
(b) Fiir die Kraft gilt

aw @

F=-"o =~
dR  8megR?

mit der Kugeloberfliche A = 47R? erhilt man den Druck p = £

QZ
P= 327m2¢gR%

2. Halbvoller Kugelkondensator. Ein Kugelkondensator
sei wie in der Skizze zur Héilfte mit einem linearen Di-
elektrikum (e, = €/¢p) gefiillt. Die innere Kugelscha-
le habe den Radius 2 und trage die Ladung Q , die

duflere habe den Radius b und auf ihr befinde sich die < j
b

Landung —Q. Das Dielektrikum fiille den Zwischen-
raum fiir 7t/2 < 6 < 7. Das Problem ist also azimutal-
symmetrisch, d.h. alle Grofien sind unabhédngig von ¢.

(a) Bestimmen Sie das elektrische Feld an allen Punkten zwischen den Kugelschalen. (2 Pkt.)

Seite 1 von 6



Theoretische Physik II — Elektrodynamik SS 2009

(b) Berechnen Sie die Verteilung der Flichenladung auf der inneren Kugelschale. Wie (1 Pkt.)
grof3 ist die induzierte Ladungsdichte auf der Oberfldche des Dielektrikums beir = a?

(c) Wie grof3 ist die Kapazitit der Anordnung und die in ihr gespeicherte Energie? (1 Pkt.)

Hinweise: Ein azimutal-symmetrisches Potential ldsst sich durch eine Reihenentwicklung
mit Hilfe der Legendre-Polynome der Form

$(r,0) = i (Al r'+B r_l_l) P;(cos0)
1=0

beschreiben. Bestimmen Sie aus der Randbedingung an metallischen Oberflachen und den
Stetigkeitsbedingungen fiir das E- und D- Feld zunéchst das Potential.

(insgesamt 4 Pkt.)

Losung:
(a) Zu erst unterteilen wir die beiden Bereiche in den Bereich 1, in dem sich kein

Dielektrikum befindet (0 < 6 < ¢/2) und den anderen Teil des Zwischenraums
als Bereich 2 (71/2 < 6 < 7). Wir machen fiir jeden der Bereiche einen Ansatz.

[ee]

pi(r,0) =) (Al ¥+ B, 1’7171) Py(cosB)
=0

—

p2(r,0) = i (Cl r' + D, fl*l) Py(cosb)
1=0

Da es sich bei den Kugelschalen um metallische Fliachen handelt, sind diese Aqui-
potentialflachen und es gilt

4)1 (ll, 9) = (I)z(a,@) und (Pl (b, 9) = (PZ(b;Q) .
Dies ist jedoch nur moglich, wenn
Al=B=C,=D;=0 Vi>1,

da sonst eine Abhédngigkeit von 6 bestiinde. Somit vereinfacht sich unser Ansatz
zu

P = Ao + By r1 und ¢ = Co + Dy rt.

Aus der Vorlesung wissen wir, dass die Tangentialkomponente des elektrischen
Feldes an der Grenzschicht bei 6 = 71/2 stetig ist. Dies fiihrt auf

_ el gl 9 B By Dy
O_El_EZ__< g_ﬂ)__<_7’2+7’2 ’
-2

or
woraus sofort By = Dy folgt. Aus der stetigkeit des Potentials an der Grenzflache
folgt mit dieser Gleicheit Ag = Cp. Damit sind die beiden Potetiale in allen Koef-
fizienten identisch und damit selbst identisch und wir haben damit fiir den Zwi-
schenraum

_ 92
9:% or

P(r) = A0+7
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gefunden. Die Konstanten bestimmen wir aus den Randbedingungen. Da der Ku-
gelkondensator nach auflen neutral ist, verschwindet das elektrische Feld dort
und das Potential ist konstant. Wir folgen der Konvention

img(r) =0 — Ag+ 2% —0.

r—oo0 b
Das Potential der inneren Kugelschale setzen wir zunéchst einfach ¢y. Das liefert
die Bedingung
B
¢Po = Ap + 20 .
r
Als Losung der beiden Gleichungen finden wir

a ab

AO:_b—ﬂ(PO und B():b_a(l)o.

Damit lautet unser Potential nun

ab 1 a
('b(r):b—ad)o;_b—a%

Damit lautet das elektrische Feld im Zwischenraum

= 0 ab 1.
E(r):_ai:: a2

Die dielektrische Verschiebungsdichte D lautet damit:

e 0<0<m/2

_ ab 1
D)= "¢y~ ¢ -
(r) b—a(POrZer {e n/2<0<m

Mit Hilfe des Gaufi’schen Satzes und der ersten Maxwell-Gleichung finden wir

ab ~ Q(b—a)
b_aq>0(6027t+627r) = ¢O_—2nab(eo+e)'

Q=
Damit lautet das elektrische Feld zwischen den beiden Kugelschalen

. 0 1.
E=__ % 5.
27t (e +€) 12 or

(b) Die freie Oberflichenladung bei r = a berechnet sich nach

o =D-ii=D(r) = Q e Osb<m/2
e m/2<0<m

- 2ma? (e +€)
Die induzierte Ladungdichte ¢;,; bei ¥ = a und 71/2 < 6 < 7 kompesiert einen
Teil der freien Ladungen auf der Kugelschale und ergibts sich aus

Q(l—e)

ind =0 T ona (g te)
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(c) Die Kapazitit ergibt sich mit den durchgefiihrten Berechnungen sehr schnell zu

_Q_Q_
Ap o

Dies Entspricht der Kapazitit eines Kugelkondensators, der vollstindig mit einem
Dielektrikum mit €, = (1 + €,) /2 ausgefiillt ist. Die Energie konnten wir tiber

1+¢€ ab
2 b—a’

C 47T€)

W:;/E.de

berechnen. Da wir aber die Kapazitdt der Anordnung bereit kennen, finden wir
schnell
1

_ 1
W_ZCQ

— b—a 2
~ 4rab(ey +¢€)

3. Homogen geladenes Rotationsellipsoid. Ein homogen geladenes Rotationsellipsoid mit (3 Pkt.)
den Halbachsen a = b > c trdgt die Gesamtladung q. Verwenden Sie Zylinderkoordi-
naten (c-Achse gleich z-Achse), und berechnen Sie das Potential ®(p,z) zundchst auf der
z-Achse. Bestimmen Sie daraus die ersten beiden fithrenden Terme des Potentials fiir grofie
Abstdnde. Zeigen Sie, dass das Potential im Innenraum von der Form

®(p,z) = A+ Bz* + Cp? (Innenraum)

ist, und bestimmen Sie die Konstanten A,B und C. Gehen Sie hierfiir von dem zuvor be-
stimmten Potential (0, z) und von der Poissongleichung aus. Berechnen Sie die Feldener-
gie der Ladungsverteilung.

Losung: Aus der Ladung g = (471/3)poa’c folgt die homogene Ladungsdichte po.
In Zylinderkoordinaten giltF := (0,0, z) fiir einen Punkt auf der z-Achse und 7 :=
(p' cos¢’, p’' sin¢’,z’) fiir einen beliebigen Punkt. Dies setzen wir in die Integralformel
des Potentials ein:

c av/1—z2/c? 1
dlp=0,z) = 27 / iz / do'o' 1
(o ) po;C J e e 1)

c
— ano/dzl [\/(1 —a?/c?)z? —2zz' +a? + 22 — |z — z/l} 2)

Wir werten dieses Integral fiir |z| > ¢ und |z| < ¢ getrennt voneinander aus; dabei
verwenden wir jeweils das Additionstheorem fiir den Arcussinus. Fiir |z| > ¢ erhalten
wir

€

| 22 .
®(0,z) = 27po [—62 + - 1+ g2 ) arcsin NeTrars (Jz| > ¢)
Dabei ist € = /1 — c?/a? die Exzentrizitdt. Wir entwickeln das Potential auf der posi-
tiven z-Achse:
4 a’c 1€e2%a? b
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Es tragen nur die Koeffizienten b; mit geradem [ bei. Die niedrigsten Koeffizienten
sind:

bo="Tpolc =g,  b=—gq@ ) =L

Dabei ist Q33 = 2b, das Quadrupolmoment des Ellipsoids. Die Losung aufSerhalb der
z-Achse erhalten wir durch die Ersetzung z~/~! — r~/=1P,(cos #). Die fiihrenden Ter-
me des Potentials sind dann

3cos?0 —1
g Q3cos’0—-1

cD(p’Z) = r 1"3 4 (7’ > C)
Diese Entwicklung konvergiert im Bereich r > c. Wir kommen nun zur Auswertung
fur |z| < c:
arcsin € 1 c arcsin e
d(0,z) =2 —=(1-= 2 > <
(0,2) = 2mpo [ac™ S0 - 5 (1SN 2] (2> (2] <o)

Im Innenraum des Ellipsoids gilt die Poissongleichung A® = —47mp,. Ihre Losung ist
von der Form ® = ®y,,, + ®part.Fiir die allgemeine Losung setzen wir den Ansatz:
D(r,0) = Y12, (alrl + r,%) P;(cos @), mit by = 0 an. Als partikuldre Losung wihlen

wir @pg = — 7100 (x2 + yz). Damit erhalten wir

D(r,0) = Py + Ppart = Z alrlPl(cos 0) — nporz sin® @ (Innenraum)
1=0
Fiir 0 = 0 und r = z muss dies mit (2) {ibereinstimmen. Dieser Vergleich bestimmt die
Koeffizienten a;(nur a9 und a, tragen bei). Damit wird das Potential (im Innenraum)
zu:

€? a

arcsine 1 carcsine 3z2 — (p? + z2
_€2(1 ) (g )]—ﬂpopz

o(r,0) = 270, [acarcsine 1 (1 c arcsin €

> 2P, (cos 9)} — 1por* sin® 6

a €

= 27mpo [ac

In der zweiten Zeile sind wir zu Zylinderkoordinaten tibergegangen. Damit ergibt sich
die Form ®(p,z) = A + Bz? 4 C8rho? mit den Koeffizienten

A = 2mpoac arcsin €
B — _27'(2po (1 B aarcsine)
€ c €
1 a arcsin e
C = npo[—1+€2<1—c 2 ﬂ

Die elektrostatische Feldenergie des homogen geladenen Rotationsellipsoids ist
av/1—z2/c?

c
W = /” dd3rp0<1>(p,z) = npo/dz / dpp [A + Bz* + Cp?]
Ellipsoi
—c 0

‘ 2 2\ 2
_ 2 2 2 4 Z
= ZPo/dZ 2a (A—I—Bz)(l—c2>+Ca (1_c2>]
—C
2, 1, 2_,] 3g*arcsine
= 3p0ac[A+5Bc —|—5Ca =5, -
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Fiir die homogen geladene Kugel, 2 = ¢ = Rmit e — 0, erhdlt man die elektrostatische
Energie W,,, = 3%/ (5R).

Alternativ kann das Potential fiir das homogen geladene Rotationsellipsoid mit Hilfe
von angepassten elliptischen Koordinaten berechnet werden. Man erhilt dann auch
im aufsenraum einen geschlossenen Ausdruck(S. Fliigge, Rechenmethoden der Elek-
trodynamik, Springer 1986).

Auf diesem Ubungsblatt sind maximal 11 Punkte zu erreichen, Abgabe der ersten beiden Auf-
gaben erfolgt am 06. 05. 2009.

Seite 6 von 6



