PD Dr. S. Mertens Theoretische Physik II — Elektrodynamik SS 2009
M. Hummel Blatt 6 06.05.2009

1 1. Halbunendliche Leiterschleife. Gegeben sei die abge- (4 Pkt.)
bildete Leiterschleife aus zwei einseitig unendlichen
v / Drédhten und einem Halbkreis vom Radius r. Berech-

‘ nen Sie das magnetische Feld im Mittelpunkt M des
Halbkreises.

Losung: Wir rechnen das Magnetfeld mit Hilfe des Biot-Savart-Gesetzes aus.

. Tug dl' x (F—7)
Bon =2 [ 7P
Leiter

M X
"

Das Koordinatensystem sei so gewdhlt, dass der Punkt M bei 7 = 0 der Ursprung ist.

\

Dann gilt:
1. Anteil des magnetischen Feldes Bj(M), der vom oberen Draht hervorgerufen
wird. Mit
dl —1
di=|,|, 7=7=|_g| und dix(F-7)=-&Rdl
0 0
gilt
. I dl x (F—7) Iyo [0 —Redl Iy
Bl(M):zLL; / |?£?'|3 ) :4%3/_00 \/27223 :_4;[?262'
Leiter,1 ! +R

Seite 1 von 7



Theoretische Physik II — Elektrodynamik SS 2009

2. Anteil des magnetischen Feldes B>(M), der vom unteren Draht hervorgerufen
wird. Mit

d/ —1

<

dl=|¢g|, P=7¥=| g | und dix(F—¥)=2eRdl

0 0
gilt
. I dix 7F—7) I ~o  Rg,dl Tuo .,
Ba(M) = % / |?£?/|3 - %/0 \/12271323 N _4;1{;)%62"
Leiter,2 +

3. Anteil des magnetischen Feldes B3(M), der vom halbkreisférmigen Drahtbogen
hervorgerufen wird. Mit

Rsingdg —Rcos ¢
d'=| _Reospdg |+ T-7=| —Rsing | und dIx(7-7)=-&R*dy
0 0
gilt

- Tug dix F=7) Iuy [~7/2 =&, dg Ino
B M = — _——-— = — - ' - .
(M) =4 / F—7P  4n /n/z R 4R

Leiter,3

Damit betragt das Gesamtfeld in M gleich

B(M) = B1(M) + Bo(M) + B3(M) = _%2[ <1 + i) .

2. Homogen magnetisierte Kugel. Betrachten Sie eine Kugel vom Radius R mit der Permea-
bilitdt y,. Sie sei im Inneren homogen magnetisiert.

M = Myé.
Innerhalb und auBerhalb der Kugel sei die Stromdichte j = 0.
(a) Begriinden Sie, warum fiir das Magnetfeld (1 Pkt.)
H= -V

geschrieben werden kann. Berechnen Sie das magnetische Potential ¢, im Auflen-
raum der Kugel.

Seite 2 von 7



Theoretische Physik II — Elektrodynamik

SS 2009

(b) Berechnen Sie das Magnetfeld H auferhalb und innerhalb der Kugel!

(1 Pkt.)

(c) Nehmen Sie an, dass die Magnetisierung M der Kugel durch eine Oberflichenstrom- (2 Pkt.)
dichte j hervorgerufen wird. Machen Sie sich klar, dass diese von der Form

j=a(0)d(r— R)ép

sein muss. Driicken Sie a(6) durch M aus.

A¢pw = divM. Die Losung dieses Problems ist laut Vorlesung:

1

() = — 4=, - [ MO

7 =7

Homogen magnetisierte Kugel , d.h. M = Mg,

Pm(F) = —MOd/d?’r’ L
Vk

47 dz |7 —7|

Wir wéhlen 7 parallel zur Polarachse:

. R +1 .
/d3r/?_?/ = 27T/r’2dr’/dcos(9’ — ; 7
b 4 ) (r2 + 12— 2rr' cos 6')

R

= —zf/r/dr/(\r—r’\—\r—krﬂ)
0

R
4
= 77-[ 2dr (> 1)
0
47 1
= R3.Z
3 r
Aus ;—Z% = —%2% = —C‘;—gg folgt : ¢, (¥) = %MOR3 . Cor—g(’.

Gesamtmoment der Kugel:

, 4
i / £ M) = SR - Moz,

Es folgt das Dipolpotential:

(7) = 1 mo?
P 41 13

(insgesamt 4 Pkt.)
Losung:
(a) Innerhalb und auflerhalb der Kugel : f: 0.
—Maxwell-Gleichung der Magnetostatik:rotH = 0.
— H ist ein Gradientenfeld: H = —V¢y,,. Mit 0 = divB = podiv(M + H) folgt:
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7l = a(®)s(r ~ R)

« ist unabhdngig von ¢.
Plausibel:

]~ €

Kontrolle:

5 [ %)

m

R3/dc0390¢9/—69

7R3 / d cos 00 sin 0¢, ~ €,
-1

(b) Berechnung von H auBerhalb der Kugel wie beim elektrostatischen Dipolfeld:

V(@-b) = (b-V)i+ (@ V)b+Dbxrotd +1 x roth
_, 1 /., 7
1 |
1 1 1
= — ((m . V)V) (VxV==0)
4 r
1 7
= ™ Vs
_ 1,47
4 dzrd
- 1 (1s 30z
 4m B Ay
Damit gilt:
~ 1 (3F(m-7)
Typisches Dipolfeld!
im inneren der Kugel gilt:
M = x.H (isotropes,lineares Medium)
g = Mg o
XM
(c) Oberflichenstromdichte:
Zylindersymmetrie:

Fiir das magnetische Moment der Kugel muss 771 ~ ¢, gelten:

1 ) +1 27
E/dr'r?’é(r—R) /dcos@zx@/d(p(é} X €p)
0

g.ed.
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also haben wir die richtige Abhédngigkeit fiir f gefunden. Wir bestimmen «(6) aus
den Randbedingungen der Felder an der Kugeloberfldche.
aus dibB = 0 folgt mit dem Gauf3schen - Késtchen fiir die Normalkomponenten:

Byy — Bin =0
Hier:
B,(R+0")—B.,(R—0") =0
Tangentialkomponenten:
n=é, ?:é}l, —Ixil=2e
Al = —Al, = Al(ii x T) = RAO(—&)
Element der Stokes’schen Fladche:
df = rdrdoe,
R+07
— /df-_" = «a(0)A6 / rdr-6(r — R)
AF R—0+
= wa(0)RAb
Andererseits:
/ if-j = / a7 A
AF OAF
= H(R+0")-AL+H(R-0")-AlL
RA8 (Hp(R+0") — Hy(R—07))
— Hg(R+07) — Hg(R—0") = ab

Feldkomponenten aus Teil 1.:

r>R:
) = ﬂcos@
P 4 r?
10 m sin@
H = _—— = —
e r86¢m 47 13
r>R:
H = Hoe; HOI%
Xm
€, 8y = —sinf
— Hy = —%(—Sine)
Xm
Somit:
inf M
Ho(R+0%) — Hy(R—0%) = 307 Mg
9(R+07) o( 0") in R +Xm sin @
1 5 sinf My .
= gR MOF—}_X?SIHG
= Mpsinf <1+1>
3 Xm
3+ xm
0) = M 0
— w(0) 3 osin
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3. Magnetischer Monopol. Betrachten Sie die Bewegung eines elektrisch geladenen Teil-
chens (Masse m, Ladung g,) im Feld eines (hypothetischen) magnetischen Monopols (g,,)
der Form

> Ho 9m -
B—Er—zer.

(a) Finden Sie einen Ausdruck fiir die Beschleunigung des Teilchens und driicken Sie das (1 Pkt.)
Ergebnis durch g, q,,, m, 7 (seine Position) und 7 (seine Geschwindigkeit) aus.

(b) Zeigen Sie, dass der Betrag der Geschwindigkeit v = || eine Konstante ist. (1 Pkt.)

(c) Weisen Sie nach, dass der Vektor (1 Pkt.)

= - —»_VO‘]eQm_,
Q=m(7 x7) i O

eine Erhaltungsgrofle ist. Wahlen Sie danach das Kugelkoordinatensystem, in dem
Q || &.. Berechnen Sie in diesem Koordinatensystem oF €y und zeigen Sie damit, dass
6 eine Erhaltungsgrofle ist. Als Folge dessen bewegt sich die g, auf einem Kreiskegel.

Man kann sogar zeigen, dass die Bahn einer Geodéte entspricht. Dies wurde bereits
1896 von H. Poincaré berechnet.

(insgesamt 3 Pkt.)

Losung:

(a)

F=mi=qoxB) = L2 95 )

Ho Gelfm
47 mrd (@

X
=

i )

Hierbei wurde &, = © benutzt.

(b) Aus (a) folgt @ L7 also auch @3 = 0. Mit @ = ¥ ergibt sich:

. 1d,.. 1d,, 1d, ,  do

O_UU_Eﬁ(UU) E%@)_Eﬁ(v)_vﬁ
Damit folgt:

dv

E_O'

Also ist der Betrag von ¥ eine Konstante.

(©)

_.’_ — — — — _,uOC]eﬂhn iz’
Q=m (0 x7)+m(7 x d) “ax  dir
=0

Wir setzen das Resultat aus (a) ein und erhalten:

é—”owmﬁxwxﬂyfwwm<v—’0.

4 3 47 roor

Seite 6 von 7



Theoretische Physik II — Elektrodynamik SS 2009

Den linken Term schreiben wir mit der bac-cab-Regel @ x (b x ) = b(ac) — ¢(ab)

um.
g=1Hn l(rza—(?ﬁ)7)—§+zi(\/%)
g TeTm |33 roor2dt
s_m, [T &5, 7 8209)] _
Q_47rqeqm[r ro’ r+ 2rr ]_0

Damit ist Q eine Konstante. Wir wihlen nun das Kugelkoordinatensystem in dem
Q = Q& gilt.

Qey = Q(e:p) = m(7 x D)éy — =, (618

@)

Mit e;¢, = €,¢p = 0 folgt:

d - A
U= ﬁi; Tt (réy) = i€, + r0ey + r sin O¢é,
Damit ergibt sich:
7 x ¥ = —r*sin 0¢ep + r20¢,

(F x §)ép = r*6 = 0.
Also folgt:

6 =0.

Auf diesem Ubungsblatt sind maximal 11 Punkte zu erreichen, Abgabe der ersten beiden Auf-
gaben erfolgt am 13. 05.2009.
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