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1. TEM-Moden im Koaxialkabel. Ein Koaxialkabel kann eine reine TEM-Welle iibertragen,
wdahrend in einem rohrférmigen Hohlleiter nur TE- und TM- Wellen transportiert werden
konnen.

(a) Zeigen Sie, dass aus den Gleichungen

(b)

(©)

Yo X B 1 A ~ — __—_F 4
ax ay 1w O,Z ( ) ax ay C2 O,Z ( )
oE), . . 0B, ) iw
ayz —ikEoy = iwBgx () Byz —ikBoy = —— Eox (5)
. o0Eo, . . 0By, iw
lkEO,x — WZ = I(UBO,y (3) lkBO,x — axz = _CTEO'y (6)
die Beziehungen w = ck, —Ep, = cBo, und Eg = cBg, sowie
0Eo n dEo, _0 dEoy  9Epx ~0
ox ay ox ay @)
aBO,x + aBO,y —0 aBO,y . aBO,x -0
0x dy 0x ay

folgen.

Gleichungen (7) sind gerade die Maxwell-Gleichungen der Elektrostatik bzw. Magne-
tostatik im leeren Raum, falls £, = Eo(x,y) und By = Eo(x,y). Verwenden Sie die
Methoden oder Ergebnisse der Statik im zylindersymmetrischen Fall, um die Glei-
chungen zu l6sen. Zeigen Sie insbesondere, dass diese Losungen in die Gleichungen

E(x,y,2,t) = Eo(x,y)eitks—t)
B(x,y,2,t) = Bo(x,y)eltk=—t)
eingesetzt in Zylinderkoordinaten

A

E’ — 7ei(szwt)é»r
(8)

B’ — éei(szwt)é»

cr ¢

ergeben. Dabei ist A eine Konstante.

(1 Pkt.)

(2 Pkt.)

Zeigen Sie direkt, dass die Gleichungen (8) die Maxwell-Gleichungen fiir das Vakuum (1 Pkt.)

und die Randbedingungen Ell = 0 und B+ = 0 erfiillen.
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(insgesamt 4 Pkt.)
Losung:
(a) Mit By, = Ep = 0 lauten die Beziehungen (1) bis (6)
dEoy  9Epx 0B 0B
| 9) Oy _ 9P0x _
ox  ay ( oy O (12)
w
—kEO,y = ng,x (10) kBo/y = CizEO,x (13)
w
kEox = wBo, (11) kBo,x = —C—QEo,y (14)
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Aus (10) bzw. (14) folgern wir

w ke?
?BO,X und Eoly - _ZBO,X .

Beide Beziehungen kénnen nur dann gleichzeitig gelten, wenn w? = k? - ¢?, bzw.
w =k-c, fallsw > 0,k > 0 und c > 0. Damit folgen sofort aus (10) und (13)

Eoy = —

EO,y = —CBO,x und EO,x = CB(),y ,
bzw. durch Differenziation von (10) nach y bzw. (13) nach x erhilt man weiter
oE 0B
0y — —caBO’x und 9Eo.x =W
ay ay ox ox

Die Addition dieser beiden Gleichungen liefert mit (12)
dEo N dEp, . (aBO,X aBO,x) o,

ox ay ay oy
Analog erhilt man durch Differenziation von (10) nach x und (13) nach y
dEo, _ _CBBO,x und dEox _ CaBo,y
ox ox ay ay

Subtraktion der beiden Gleichungen und Division durch c ergibt mit (9)
dBox 9Boy 1 <8E0,x 8E01y> 0

ox dJy ¢

ay ox

(b) In der Statik gilt rot Ey = 0 bzw. Eg = — grad ¢. Wegen der Zylindersymmetrie
ist Eg = Eo(r)é und das Potential hdangt nur von r ab, ¢ = ¢(r). Somit lautet die
Laplace-Gleichung in Zylinderkoordinaten

19 <ra¢(r)> o

ror or
Die Losung dieser Gleichung
VM = const. = A
or

o(r) :/ﬁdr/:Alnr—l—C

finden wir mit den Integrationskonstanten A und C durch zweimalige Integrati-
on. Elektrische Feld lauten darum

- d - dC A A
E - — = —_ A 1 — | ¢ = —— e, = — e, .
0 grad ¢ [ dr( nr)+ P e, . e p e,
damit ergibt sich aus Eo, = —cBp und Eox = cBp,y durch Umschreiben in karte-

sische Koordinaten

cos @ —sing
Eo=—"1sing und By = 7| cose
0 0

Seite 2 von 7



Theoretische Physik II — Elektrodynamik SS 2009

bzw. wieder in Zylinderkoordinaten

ergeben sich sofort die Gleichungen (8).

(c) Die Gleichungen (8) erfiillen die Maxwell-Gleichungen, denn es gelten

ror und

dwg:13<A.gmwQ:0,
c-r

Weiterhin ist

- 1 10 ;
: _ Y. _ -7 Cpllkz—wt) )
leE_rar(r E) = (A e )—0

rotE = éi k- eilkz—wt) und — =-—j.w-ellkzw) .7
r

woraus mit % =k

. oB
tE= ——
To at

folgt, analog finden wir mit

—il k- ei(szwt)
c-r

. oE A
rotB = i

die Gleichung

oF 1 OF

rotgz— = = -—.
2 ot

k PR
c-w ot

Aus (8) lesen wir unmittelbar El = Eyéy + Eze; = 0 und Bt = B,&, = 0ab.
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2. Liénard-Wiechert-Potentiale einer Punktladung. Berechnen Sie die Liénard-Wiechert-Po- (4 Pkt.)
tentiale einer Punktladung g, die sich mit konstanter Geschwindigkeit 7 bewegt und sich
zur Zeit t bei @(t) = Ut befindet. Zeigen Sie insbesondere, dass sich das skalare Potential
als

1 q

o7, 1) =
470 R\ /1 — Z sin26

schreiben lisst. Dabei ist R = 7 — 5t der Abstand zwischen dem Ort 7 und dem momentanen
Aufenthaltsort der Ladung g und 6 der Winkel zwischen R und @. Fiir nicht relativistische
Geschwindigkeiten geht das Potential also in das Potential

ot = L1

- 47'[80 |7— ?7t|

uber.

Losung: Wir berechnen zunéichst die retardierte Zeit t,. Allgemein gilt
|7 — vt,| = Ut,

woraus durch Quadrieren
12— 27 - Gt, + 02 = (t* — 2tt, + t2)

folgt. Diese quadratische Gleichung in ¢, hat die beiden Losungen

(Pt —7-0) £ /(2 —F-7)2+ (2 + v2) (12 — c212)
ty = 2 _ o2 . (15)

Physikalich interessant ist nur eine dieser beiden Losungen. Welche das ist, erkennt
man duch Analyse des Grenzfalls v = 0, in dem die Ladung bewegungslos im Koor-
dinatenursprung liegt. Hier gilt

7
tr:tif,
Cc

da immer t, < t gilt, muss die Lésung mit dem negativen Vorzeichen, die physikalisch
relevante sein.
Fiir den Abstand R, zwischen retardiertem Ort 3t, und dem Ortsvektor 7

Rr :?_’Z_jtr

gelten

R,=c(t—t) und =L=_——"

= T 7 R 7 F—0t
R,—R-—=R [1-=-ZL ) =c(t—t)(1-= —L
T ¢ r( c Rr) e( r)< c c(t—tr)>
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Setzen wir hierin noch die Lésung (15) mit dem negativen Vorzeichen ein, so folgt

R 27 B2 4 (24 02) (2 — 212
R, — R, C—C\/(ct 7-0)2 4+ (2 +02)(r? — c2t2).

Die retardierten Potentiale lauten somit

- 1 q 1 qe
7, t) = — = 16
und
T Ho qu Ho qcd
A i’,t - = = 17
( ) 47TRr_Rr' % 477 \/(Czt—7-5)2+ (C2—|—ZJZ)(1’2—C7-t7-) 17)

Das skalare Potential (16) ladsst sich auch als
- 1 q
¢(7,t) = (18)
470 Ry /1 — % sin?6

schreiben. Denn es folgt zunédchst duch Ausmultiplizieren und Sortieren

1
— [(*t = F-5)? + (2 +0%) (r* — *2)]
2.2 (7.7)2
RN N L)
c c
S Y r?v? — 27 - z2702t+v4t2 N (7-7)? —2?;7021‘4—041‘2
c c
v?(r? — 27 - Ot + 0*t2) (7T — v?t)?
2 + 2
c c

=1*—F Ot + 0 —

— ot folgt weiter

5
=%
a.
I
3
)
=
7
QO
5
R
<
@
®
oy
o
=
=i
Il
~!

2 2 (R .32 2 B . 3)\2
. v* v (R-9)°) v (R-9)
=R (“N@ R ) =R (1 (1 ey

und mit dem Kosinus cos 6 = % zwischen R und der Geschwindigkeit & erhalten wir
schliefllich

2 v’ 2 2 v’ )
=R 1—C—2(1—Cos ) | =R 1—C—2s1n9 )

Aus (16) folgt damit unmittelbar das Potential (18).

3. TEg-Mode. Zeigen Sie, dass es in einem rechteckigen Wellenleiter keine TEy-Losung gibt. (3 Pkt.)
Hinweis: Beachten Sie, dafs in diesem Fall Gleichung (18.5) aus der Vorlesung nicht gilt.
(Wieso nicht?)
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Losung: In der Vorlesung haben wir gesehen, dass wir die Gleichungen (18.4) 16sen
miissen, um Bedingungen an TE- Moden zu bestimmen. Die Gleichungen lauten:

9E, OE, . , 9B, OB iw .

aTy — ay’“ — iwB, (18.4.1) 87}/ — ay" =-S5k (18.4.iv)
aaiz — ikwE, = iwB, (18.4.i) aaiz — ikB, = IC—(;JEX (18.4.v)

ikE, — % — iwB, (18.4.ii) ikBy — % - IC%)Ey (18.4.vi)

In der Vorlesung haben wir unter der Annahme, dass w # ck gilt, die Gleichungen zu

k% + w2 k9B _ (2L
Er=i—o % (18.5.1) By =i % (18.5.iii)
(4)" -k (9)" — K
JOE: _ ,9B: 2Bz 4 (O
B, =it % (18.5.ii) By =it % (18.5.vi)
(8) = (2)% — k2

umgeformt und nur die transversalen in Abhdngigkeit von den longitudinalen Feld-
komponenten E, und B, dargestellt. Als Losung fiir eine TE,, ,- Mode erhalten wir die
Dispersionsrelation

=y () ]

Fiir m = n = 0 ergibt sich daraus aber w = ck, was die Umformung zu (18.5) ungiiltig
macht (Nenner wird Null). Deshalb miissen wir zu (18.4) zuriick gehen und ausgehend
von diesen Gleichungen beweisen, dass eine Top-Mode nicht moglich ist. Zunédchst
folgern wir aus E, = 0

18.4.ii w 18.4.ii) W
MY L~ —B, und E 2V YB, =B,

Mit diesen beiden Gleichungen erhalten wir sofort

Ey

0B; (184v), L w _
o i (kBy c—z(cBy)) =0 und
0B (184.vi), w, B

Damit muss B, = B;(x,y) also konstant sein. Wenden wir nun das Faraday’sche In-
duktionsgesetz auf den Querschnitt des Wellenleiters an, zeigt sich wegen unseres An-

satzes ebener Wellen (B = iwB) und B, = const
%EdT: iw / BdA = iwel**=«“YB, (ab).

Wihlen wir die Berandung dieser Flache in die Leiteroberfldche hinein, so gilt bei ei-
nem (perfekten) Leiter E = 0. Damit verschwindet das Integral auf der linken Seite
und somit muss B, = 0 gelten. Damit wiirde es sich um eine TEM- Mode handeln. Wie
wir aber in der Vorlesung gesehen haben, kann in einem leeren Hohlleiter keine TEM-
Mode existieren.
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Auf diesem Ubungsblatt sind maximal 11 Punkte zu erreichen, Abgabe der ersten beiden Auf-
gaben erfolgt am 24 06.2009.
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