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M. Hummel Blatt 11 24.06.2009

1. Energieabstrahlung eines oszillierenden Dipols. Das Fernfeld eines oszillierenden elek-
trischen Dipols mit dem elektrischen Dipolmoment py betrdgt in Kugelkoordinaten

o 47k;0 cos(krr— wt) Fo—2(o-7)], B Zlicos(krr— wt)gr < Bo.
(a) Berechnen Sie den Poynting-Vektor S. (1 Pkt.)
(b) Wie groR ist der iiber eine Periode gemittelte Wert des Pointing-Vektors (S) als Funk- (1 Pkt.)
tion des von den Vektoren ¢, und py eingeschlossenen Winkels 6?
(c) Skizzieren Sie die Abstrahlungscharakteristik (<§ ) als Funktion von 6) des Dipols. (1 Pkt.)
(d) Welche mittlere Strahlungsleistung (P) gibt der oszillierende Dipol insgesamt ab? (1 Pkt.)
(insgesamt 4 Pkt.)

Losung:

(a) Der Poynting-Vektor S = E x H ist mit

By —2

Po — & (Po - €)] x (& x po) = & x {[Po — & (Po-&)] - Po} —

—&- [F— (Fo-2)]
gleich
= ck*  cos?(kr — wt L. .
5= 167‘[280 ( r2 )p% [1 o (Er ' 0/170)2] €r.

(b) Der iiber eine Periode gemittelte Wert des Pointing-Vektors ist mit

w [t2r/w 1
cos’(kr —wt)dt== und & -Po/po = cosb

27t Ji 2

gleich

(&) = ck*  p3 sinZGgr‘
32m2ey 12

(c) Die zweidimensionale Projektion der Abstrahlungscharakteristik des Dipols hat
die in der folgenden Abbildung gezeigte Form.
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(d) Die mittlere Strahlungsleistung (P), die der oszillierende Dipol insgesamt in den
Raum abstrahlt, ergibt sich aus der Integration von (S) iiber eine Kugelschale mit
Radius r. Da der Poynting-Vektor iiberall senkrecht auf der Kugeloberfldche steht,

gilt mit
T 4
/ sin®0df = ~ und w = kc
0 3
S ookt pEsin®6. , .
(P) —/K(r)(s>-df_/l<(r)(5>df—/o e Ly 2 sinfdd

ck'py _ w'pg
127teg 127epc3

2. Streuung einer monochromatischen, ebenen EM-Welle.Eine monochromatische Welle
(E;, B;) falle auf ein System, dessen Ausmafe klein gegeniiber der Wellenlinge der Strah-
lung sind (d << A). Die Umgebung des Streuenden Systems sei Vakuum (y, = €, = 1).
Das elektrische Feld E; sei in Richtung ij; linear polarisiert. Das einfallende Feld indu-
ziert in dem System elektrische und magnetische Multipole, wodurch dieses zur Quelle
gestreuter Strahlung (Es, Bs) wird.

(a) Wie lauten die Felder Es, Bs in der so genannten Strahlungszone (kr >> 1), wenn (1 Pkt.)
man sich auf den elektrischen Dipolbeitrag beschrankt?

(b) Berechnen Sie den differentiellen Wirkungsquerschnitt (1 Pkt.)
do (s, 775 ); 7, ) = gestreuter Energiefluss(is, #fs)
aQ s = G0 Ceinfallende Energieflussdichte(7i;, 77;)

(c) Die einfallende Welle werde speziell an einer dielektrischen Kugel (¢, = const, y, = 1) (1 Pkt.)
vom Radius R gestreut. Berechnen sie do/d(). Welche Aussage ist zur Polarisation s
der gestreuten Strahlung moglich?

(d) Im Normalfall ist die einfallende elektromagnetische Welle vollig unpolarisiert, alle (1 Pkt.)
Richtungen des Polarisationsvektors 7; sind gleich stark vertreten. Berechnen Sie die
Polarisation P(0) der gestreuten Strahlung:

do )  _ (do
(), - (#),
dg. do
<d0>1_ * (dﬂ) I
(do/ dQ)H( 1) ist der Streuquerschnitt fiir eine in der (senkrecht zu der) Streuebene

linear polarisierten einfallenden Welle. Unter der Streuebene versteht man die durch
#i; und 711 aufgespannte Ebene.

P(§) =

(insgesamt 4 Pkt.)

Losung:

(a) Strahlungszone:d << A <<r
- eikr .
BS (7") [ Z%CkZT(ns

X
Es(F) ~ c(Bs(F)xis)
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(b)

ES,ES,ﬁS : orthogonales Dreibein, ¥ = d3r7 o(7): elektrisches Dipolmoment
3 p P p
Zeitabhéngigkeiten:

ES (R, t) = ES (?)eii(w,

Einfallende Welle
Ei = ik eikﬁ,—-?’
- 1 N
B—i = Z(ﬁz X Ei)

Der Streuquerschnitt hat die Dimension einer Fladche:

do . B (’75' s(ﬁsfﬂs)) r?

——(#s, 7fs); 1y, 1f;) = —
dQ dQ - i4;5: (i, ii;)
Wir benutzen:
ra ]- = = 1 = -
S = —RE(ExB%)=——Rel(E i xE
o (E x Bx) 2i0c e( x (7 x *>
_ 1 21 = o= o] - |EP
= e [Re(n|E| )—Re(E*(E-n))] =iy
Damit gilt speziell:
N _ |ifs - Es?
Ss(iis,ijs) = e
s i EP Lz ]
SZ(”Z/UZ) = N 2]/[0(: —nz|E0| Z}lOC’
. k2 eikr
i7 E — R § 7 —
s-Es Treg 7S [(7is x P) x fis]
k2 eikr

_’5'171‘5 =0
I o1,
— |ijs - Es|* = 4167T2€2’72|’75'P|2
0
do . L. . . 1 k* R
- m(”s,ﬂs)mi,ﬂﬂ = mw(’?s “p)".

Die Abhingigkeit von (7i;; ;) steckt natiirlich implizit im induzierten Dipolmo-
ment p.
Rayleigh-Gesetz:

do 4 —4

(blauer Himmel, Abendroéte).
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(c) A >> d : Feld E; im inneren der Kugel praktisch homogen,
r ~ A : quasistatisch. Fiir die Polarisation einer Dielektrischen Kugel gilt:

. & —1\ =
= 4 E;,
p TTEQ <€r+2> i

do e —1/7
— k4R6 r — =12
e & 12| (s )
Polarisation:

ifs ~ [(iis x ) x #is] ~ [(7is X if;) x #is] = if; — 7is(7is - 7;)

Die gestreute Welle ist in der von 7#j; und 7is aufgespannten Ebene senkrecht zu 7
linear polarisiert!

5
n;
) =1y
;
}‘
(d)
Das Bild erklért sich mit vorausgegangenen Teilergebnissen:
(171‘ . ]75)” = cosf
(i-7js). = 1
1—cos?6
P(O) = ———
= PO 1+ cos? 6
P(
(I
H/IZ ¢

Fiir 6 = 7t/2 hat P sein Maximum. In dieser Richtung ist aus der unpolarisiert
einfallenden Strahlung eine vollstindig linear polarisierte Welle geworden.
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3. ZerflieBendes Wellenpaket. Ein Gaufd’sches Wellenpaket (3 Pkt.)
(x,1) / fk) t—w® g mit

Flk) = foe *k=k)* 550
bewege sich in einem Medium mit Dispersionsrelation
w(k) = wg + Ug(k — ko) + ﬁ(k — ko)z .

Berechnen Sie u(x, t) und bestimmen Sie die Breite des Wellenpaketes sowie die Lage des
Maximums von |u(x, t)| und diskutieren Sie deren zeitliches Verhalten.

Losung: Gegeben ist die Welle

(x,1) / fk) =w® g mit

k) = foe ¥k w50 und  w(k) = wo + vglk — ko) + Bk — ko)?.
Mit der Substitution k — ko = k' und dk = dk’ ergibt sich fiir die Welle u(x, t)

u(x, t) = /°° fo-e i (K +ko)x—t(wo+og K +BK2)) g4/

— fy - ellkox—wo) / % o KR(aHiBt)HiK (x—ogt) g1

—00
. 2 ik (x— vgt)
— fO . ei(k0X70j0t) . /OO e_(“+1ﬁt) (k/ (a+ipt) ) dk/
—o0
i o] . i(x—vgt) (x 0g t)2
=fo . ei(kox—wot) / e*(a+1ﬁt)(k/ (ngt)) e Giip dk’
J —00
. (x—vgt)? [ . i(x—vgt) 2
= fO . el(kﬂxfwl)t) . ei 4(oc+éig,8t) . / e—(ﬂé—‘rlﬁt) (k/ cv+1ﬁx‘ ) dk/
—00
(x—0g t)z .
= fO . T - 4(oc+g'17‘5t) . el(koxfwot) .

a+ipt

Der Absolutbetrag der Welle ist

T 7a(x—vgt)2
_ 21 5212
|u(X,t)|—f01/“2+52t2.e 42 +p212)

Hieran ist leicht abzulesen, dass sich das Maximum des Wellenpakets mit der Ge-
schwindigkeit v¢ in x-Richtung bewegt und bei X, = v,t liegt. Auflerdem ist die
Breite des Gaufd’schen Wellenenpaketes

2(a2 + p212)

Au(t) = "

und wichst fiir t > 0 monoton in der Zeit. Man sagt, das Wellenpaket dispergiert.

Auf diesem Ubungsblatt sind maximal 11 Punkte zu erreichen, Abgabe der ersten beiden Auf-
gaben erfolgt am 01 07.2009.
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