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1. Strecke auf Zylinder. Bestimmen Sie die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten auf (2 Pkt.)

dem Zylinder.

Losung:
(a) Fiir das Funktional gilt:

s:=Flz] = [2ds
= Jp V7 (d9)* + (dz)
= 47412 V2 +22d¢  mit z=z(¢).

— F(z,Z,¢) = V12 + 22

es gilt nun:
d OoF OoF
dpoz 9z )

Da F nicht explizit von z abhédngt, muss die partielle Ableitung nach z” gleich einer

Konstanten sein:

oF
57 =Cu.
27 C
VEETEES

2. Eine Lagrangefunktion. Ein Teilchen der Masse m habe folgende Lagrangefunktion: (4 Pkt.)

Mmoo 2 2y W
L_2(x +y+z)+2Lz,

wobei L, die z-Komponente des Drehimpulses sein soll.
(a) Stellen Sie die Bewegungsgleichungen auf. Welche Variablen sind zyklisch? Was sind
die zugehorigen Erhaltungsgrofien, und zu welchen Symmetrien gehoren sie?
(b) Bilden Sie nun die Hamilton-Funktion. Welcher physikalischen Grofse entspricht sie?

Ist sie erhalten?
(c) Wiederholen Sie die Rechnung in Zylinderkoordinaten. Welche Vaiablen sind hier
zyklisch? Was sind die zugehorigen Erhaltungsgrofien, und zu welchen Symmetrien

gehoren sie?

Losung:
(a) Mit L, = m(xy — yx) lauten die Lagrangegleichungen

doL L L
dtox  ox T wmy=uY
mij + wmx = 0, (2)

mzZ = 0.
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Wegen dL/dz = 0 ist z zyklisch; mz, also die z-Komponente des kinematischen
Impulses, ist erhalten. Dem entspricht die Translationsinvarianz der Lagrange-
funktion in z-Richtung: Eine Transformation z — z + a dndert L nicht.

(b) Esist

H:?(xé%) —L, ®)

also hier

o MW o Mo s mw ,
H:(mxz——yx> <my2+7xy>+m22—5(x2+y2+22)—T(xy—yx)
— (24P +2)
=3 y .
(4)

H entspricht hier der kinetischen Energie des Teilchens. Da die Lagrangefunktion
nicht von t abhédngt, ist H erhalten.

(c) In Zylinderkoordinaten (7, ¢, z) lautet die Lagrangefunktion

L=2 (P+r¢*+2) + 2. 5)

Hier ergeben sich die Lagrangegleichungen
mi — m¢r = 0,
/. w .
mf ((‘[H_E) +mrp =0, (6)
mzZ = 0.

Hier ist neben z auch noch ¢ zyklisch. Wir erkennen, das aufser der Translations-
invarianz in z-Richtung auch noch Rotationssysmmetrie um die z-Achse vorliegt;
dazu gehort die Erhaltung der z-Komponente des Drehimpulses.

3. Symmetrietransformation beim harm. Oszillator. Zeigen Sie, dass die Transformation (2 Pkt.)

x — X = x+acoswt mit w = 4/ % eine Symmetrietransformation des harmonischen

Oszillators ist und berechnen Sie die dazugehorige Erhaltungsgrofse.

Losung: Die Lagrange-funktion des harmonischen Oszillators lautet:

D
L(x,i,t) = %xz -5 )

Damit lautet die Lagrange-Funktion in gestrichenen Variablen:

L'(x, %, 1) =2 (&' + awsin(wt))® — 2 (¥ — acos(wt))?
—my2_Dy2 ) APy, ta )

mit F(x, t, &) := amwx’ sin(wt) + a?f ().
Die Form von f(t) ist uninteressant, da f(#) mit a> multipliziert wird und deshalb bei
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der Differentiation an der Stelle & = 0 wegfillt.Die Erhaltungsgrofie ist

= g_ia (( —g:os(wt)) _ ?)_Z lu=o= —m (% cos (wt) + wxsin (wt)) . 8)

J

4. Seifenhaut. Eine Seifenhaut ist bestrebt, eine Form einzunehmen, die ihre Oberfliche mi- (4 Pkt.)
nimiert und kompatibel mit den gegebenen Randbedingungen ist.

Bei —xp und x( befinden sich zwei in der y-z-Ebene parallel ausgerichtete Kreisringe mit
dem Radius R. Zwischen den Ringen befindet sich eine Seifenhaut, die aus Symmetrie-
griinden eine rotationssymmetrische Form einnimmt.

(a) Bestimmen Sie die Funktion y = y(x), die die Rotationsfldche vollstindig bestimmt.

(b) Es kann sich nicht fiir beliebige Verhiltnisse von R und x( eine Seifenhaut zwischen
den Ringen ausbilden. Ermitteln Sie auf graphischem Wege das kritische Verhiltniss
von R und x, bei dem sich gerade noch eine stabile Seifenhaut zwischen den Ringen
ausbilden kann. Warum erhalten wir mehr als eine stationdre Kurve y = y(x), die die
Randbedingungen erfiillt? Wer zeigen kann, welche stationidre Kurve die gesuchte ist,
erhélt einen Extrapunkt.

(c) Wie grofs ist die Flache Og der Seifenhaut? Vergleichen Sie diese mit der Grofse des
Mantels Oy des Zylinders zwischen den beiden Kreisringen. Wie miissen Sie xp und R
wdhlen, damit das Verhéltnis Og/Op; minimal wird? Wie grofs ist dann dieses Verhalt-
nis?

Losung:
(a) Die Oberfldche eines Rotationskorpers betréagt
X0
O:27r/ x)-4/1+y'(x)2dx.
YE) ()

Die Lagrange-Funktion

Ly y) =y \/1+y? ©)
hangt nicht explizit von der Variablen x ab. Daraus folgt, dass
12

oL y-y
Ly =y J1+y?2— L =
Yoy =Y / 1+y2

eine Erhaltungsgrofie ist. Mit anderen Worten: Wir erhalten eine der beiden Inte-
grationen, die notwendig ist, um

d oL JL _
dxoy’ 9y
zu losen, umsonst. Gleichung (9) nach i’ umgestellt, ergibt

Vo

y = c
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(b)

Durch Trennung der Variablen erhalten wir mit der neuen Integrationskonstanten
c1cp die beiden Integrale

c1dy

/dx—l—clcz:j:/i.
VA4

Mit der Substitution y = ¢; cosh u, dy = ¢ sinh u du folgt weiter

¢y sinhu du

a3 cosh? u — 2

= j:/cl du = £cqu = =£c; arccosh(y/cq) .

X+C1C2::|:/

Umstellung nach y ergibt schliefdlich

Yy = cj cosh [j: (f +cz>] .
1

Das negative Vorzeichen konnen wir von nun an ignorieren, da cosh eine gerade
Funktion ist.

Bleiben noch die beiden Integrationskonstanten c; » zu bestimmen. Die (symme-
trischen) Randbedingungen fordern

¢1 cosh <ﬂ + cz> = ¢1 cosh (—@ + c2> ,
C1 C1

was, da cosh eine gerade Funktion ist, nur mit c; = 0 erfiillt werden kann. Die
Integrationskonstante c¢; folgt aus

R = ¢q cosh 1o . (10)
C1
Die letzte Gleichung kénnen wir mit der Variablen p = x(/c; auch als
R
coshp = —p (11)
X0

schreiben. Diese transzendente Gleichung kénnen wir nur numerisch oder gra-
phisch 16sen, siehe Abbildung 1. Ob diese Gleichung eine Losung besitzt und
wieviele dies sind, hangt vom Verhiltnis = R/xg ab. Oberhalb eines kritischen
Wertes . erhalten wir zwei Losungen p; und p», bei dem kritischen Wert eine
Losung p. und darunter keine. Sind die beiden Ringe zu weit auseinander, kann
sich keine stabile Seifenhaut ausbilden.

6

—coshp
51— -1,509
- = 1@
4,
il o
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Abbildung 1: Graphische Bestimmung des Paramerters p.
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(©)

Wie grofs ist dieses kritische Verhaltnis B.? Im kritischen Punkt sind die Anstiege
auf beiden Seiten von (11) gleich.

Be

Mit (11) folgt daraus eine Bestimmungsgleichung fiir p,

sinh p, (12)

1
tanhp. = —,

[

deren graphische oder numerische Losung den Wert p. = 1,19968 ergibt, siehe Ab-
bildung 2. Mit (12) folgt B, = 1,50888.

2 )

L —tanhp
\ - p
1.5F Y
1 L
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p
Abbildung 2: Graphische Bestimmung des kritischen Paramerters p.

Die Seifenblase hat eine Oberfliche von

X0
Og = 27t/ clcoshﬁ, /1 + sinh? ﬁdx
—Xg €1 1
X0
= 27t/
—xq

partielle Integration liefert

X
€1 cosh? = dx ,
1

X0

X ., X
= 7t¢q | ¢1 cosh — sinh — + x
C1 €1

—X0

= 27cy (cl cosh X0 sinh 0 + x0> .
€1 €1
Je weiter sich die Ring auseinander bewegen, desto stdrker dellt sich die Seifen-
blase ein. Im Vergleich zum Zylindermantel, muss das Verhéltnis Os/Oy also im
kritischen Abstand minimal werden. Wegen (10) ldsst sich die Oberfldche auch als

sinh xg/cq 1 >
Og = 21tR
s=an xo( xo/c1 (x0/¢1)(R/x0p)
— 27Rx (Smhp + i)
4 rb
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schreiben. Mit den kritischen Parametern p. und . und (12) folgt

Og = 27tRxg (é—i— 1 > .
Pe PePe

Der Ausdruck in den Klammern ergibt den numerischen Wert 1,81017. Das Verhalt-
nis Og /Oy ist somit 0,90509.

Wir haben gesehen, dass es zwei extremale Losungskurven gibt. Zur Erinnerung;:
Die Euler-Lagrange-Gleichung geben uns extremale Kurven, dabei kann es sich
im Maxima, Minima oder Sittel handeln. Der Charaker der Extrema muss extra
bestimmt werden. Numerischen finden wir, dass die kleinere der beiden Losun-
gen p1 und p; die Oberfliche minimiert.

{5 2 25 3 35 4
B
Abbildung 3: Losungen der Parameter p in Abhédnigkeit von = R/ xo.
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sinh(p)/p + 1/(pB)
[68)
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Abbildung 4: Relative Oberfldche fiir die beiden Parameter p; und p2, p1 < p2.
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Seifenblase.

Abbildung 5: Zwei Losungen der Euler-Lagrange-Gleichungen, die die Randbe-
dingungen erfiillen fiir B = R/x¢ = 2. Nur die linke minimiert die Oberfldche der

Achtung: Auf diesem Ubungsblatt sind die Aufgaben 1, 2 und 3 Pflichtaufgaben!
Auf diesem Ubungsblatt sind maximal 12 Punkte zu erreichen, Abgabe erfolgt am 18.11. 2008.
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