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1. Runge-Lenz-Vektor. Ein Massenpunkt der Masse 1 mit dem Drehimplus L beziiglich des (4 Pkt.)
Kraftzentrums bewege sich in einem zentralsymmetrischen Potential V' (|7]). Geben Sie alle
moglichen Potentiale an, fiir die

D:=%xL+V(F|) -7

auf allen Bahnkurven zeitlich konstant ist.

Losung: Zeitliche Ableitung des Runge-Lenz-Vektors D lautet
D=(FxL)+(FxL)+(VV- 7+ V()

Im Zentralpotential ist L = 0 und auBerdem

L 1dv,
T omdr
Dies hat zur Folge, dass
N 1dVm ., . davil . .. -
—aa7[ (Fx7)] W;(r-r) V(r)7
AVl . . .. dV1, . .
R A R e

r
hat die Losung
c .
V(r) = p mit ceR
2. Periheldrehung. Im Gravitationspotential Uy(r) = —a/r der Sonne (Masse M) bewegt

sich ein Planet (Masse m) auf einer Ellipsenbahn (x = GMm). Kleine Stérungen éU im
Potential U(r) = Uy(r) + sU(r) fithren in der Regel zu einer Periheldrehung. Nach jedem
Umlauf dndert sich die Richtung des Perihels (sonnennédchster Punkt) um den Winkel d¢.

Auf dem Weg von Perihel zum Perihel dndert sich der Winkel um

d
Ap = —2\/ﬂﬁ

(L Drehimpuls; p reduzierte Masse; 7'min, ¥max minimaler bzw. maximaler Radius)

Tmax

(L)
E—U(r)—L2/(2ur?)dr.
VE-U0) - 12/ )

"min ( L

(a) Begriinden Sie zunichst die fiir Ap angegebene Formel, indem Sie die Differentiation (1 Pkt.)
nach L ausfiihren.

(b) Zeigen Sie, dass fiir 60U = 0, Ag = 27t gilt und die Bahnen geschlossen sind. Ermitteln (2 Pkt.)
Sie 7'min Uund rmax dazu aus dem effektiven Potential.
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(c) Berechnen Sie die Periheldrehung in erster Ordnung in 6U. (Das Ergebnis lautet (2 Pkt.)
9 (1 (™ ’
0p = DAp =271 = 2= —/ ro(¢)~U(ro(g))de | ,
oL \ L Jo
wobei ry(¢) die Bahn im ungestorten Potential ist.)
(d) Werten Sie das Ergebnis fiir die Stérpotentiale 6U(r) = /7> und 6U(r) = B/r> aus. (2 Pkt.)
(insgesamt 7 Pkt.)

Losung:

(a) Um die Differentiation nach L auszufiihren, benutzen wir die Leibniz’sche Inte-
grationsregel.

(2) .
aiZ/a?z) f(x’Z)dx:/(z) fdx+f( b(z), )3127 f(a(z),z)g—z

Mit ihr folgt

max (L — 2
_ —2\/7</7 2L@r) gy

min(L) 24/E — U(r) — L2/ (2ur?)

\/E - u(T’max Lz/(z,urmax) max(L) o

VE = Ulrmin) — 12/ (2pr2,,) mm<L>)

Der zweite bzw. dritte Term verschwindet, denn die Gesamtenergie betrdagt

2

H 2
E= +U(r )Jr—zw2

2"

und ist der Radius extremal, folgt # = 0 bzw. E — U(r) — L?/(2ur?) = 0. Ubrig
bleibt

7max(L) L/}"2
dr
rmin(L)  \/2u(E — U(r)) — L2/12

Ap =2

Das verbleibende Integral gibt den Winkel an, der beim Umlauf von einem Perihel
zum anderen tiberschritten wird (siehe Vorlesung).

(b) Wie gehen von

Tmax L / r2

Ap =2 dr
go Ymin \/ZI/I(E_FDC/V')_LZ/?Q

aus und substituieren © = L/r, du = —L/r*dr. Das neue Integral findet man
dann in gédngigen Integraltafeln. Nach eingen kleinen Umformungen ergibt sich

" u=L/"max
L/"max du 5 —Uu
Ap = -2 = —2 arcsin L

L/ Tmin \/ZyE + 2}%14 —u? 2uE + & o

u=L/"min
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Die Werte fiir L/7min und L/7max folgen aus dem effektiven Potential, an den ex-
tremalen Radien gilt

P S G P
or 2w L 2u
und somit
L [T Th" 2EL? L pe  pw 2EL?
= —+ —4/1 =——1—41 :
"min L L - ‘uaz und T'max L L * ,MIXZ

Fiir den Winkel Ag folgt somit weiter

L .
— arcsin
\/ZyE—Fyig‘z \/ZyE%—V?;Z

= —2[arcsin(—1) — arcsin(1)] = 2.

pa He He 2E12 Ho U pe 2EL2
. _L - <_ - _L 1 + ]/1042 ) T - <_L + T + I,{ﬂ(z >
A(P = —2 |arcsin

(c) Wir berechnen nun Ag fiir U(r) = Uy(r) + dU(r) in erster Ordnung in 6U(r).

o(A
Ag(U) = ap(u) + X051y
0 [Tmax su(r)dr
— 24 /2>
& Hor Jro VE+a/r—L2/(2ur?)

Mit E + a/r — L2/ (2ur?) = Eyn, = ui? /2 folgt

B o [rmax SU(r)dr 9 (1 (7,
_2n+«/2yﬁ - W —2n+2yﬁ <Z/0 r 5U(r)d(p> .

Im letzten Schritt haben wir dr/# = d¢/¢ und ¢ = L/(ur?) genutzt, und die
ungestorten Grenzen eingesetzt. Es folgt

sp =9 -2 =2 (1 [ (o2 otnip) do)

(d) Hierin ist nun die ungestorte Ellipsenbahn r = p/ (1 + € cos ¢) mit dem Parameter
p = L?/(ua) und der Exzentrizitdt ¢ < 0 einzusetzen. Beriicksichtigen wir bei der
Differentiataion nach L, dass der Halbparameter p eine Funktion des Drehimpul-
ses ist, ergibt dies fiir das Storpotential 6U = v /73

o (1 (71 ) 1 (=
5<p:2'yyﬁ <Z/o ;d(p) :2fyyﬁ <L_P/o (1—i—scos<p)d(p>

o o byt 67Ty 67Ty

:2,”[EL_ :Z'yyﬁp/( a) L¥ — al*/ ()2 ap?
p K I3 p

Analog folgt mit 6U = ﬁ/r2

Jd (1 (™ Jd 7T 27T 27
0¢ = 2Pu~r <f/0 d(P> =2ppsr T = LEV = —a—pﬁ-
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Schlussbemerkung: Stérungen des reinen Keplerproblems haben verschiedene Ursa-
chen. So besitzt die Sonne aufgrund ihrer Eigendrehung keine vollkommen rotati-
onssymmetrische Massenverteilung. Dies fithrt zu einem sog. Quadrupolmoment, das
einen zu r 3 proportionalen Beitrag zum Potential liefert. Auch relativistische Korrek-
turen des Keplerproblem driicken sich in einem zu r~3 proportionalen Beitrag zum
Potential aus.

3. Windungszahl. In einem attraktiven Potential kann eine gestreute Masse das Streuzen- (4 Pkt.)
trum unter Umstdnden mehrfach umlaufen, bevor sie davonfliegt. Untersuchen Sie fiir
das Gravitationspotential U(7¥) = —a/r mit « > 0 die Abhdngingkeit der Windungs-
zahl von Energie E und Drehimpuls ¢ der getreuten Masse. Zur Auswertung der auf-
tretenden Integrale und zur graphischen Darstellung bietet sich die Verwendung eines
Computer-Algebra-Systems an. Die Windungszahl ist definiert als die Anzahl der Umldufe
ums Streuzentrum.

Losung: Der Winkel, der beim Umlauf {iberstrichen wird, ist

*© 1
Ap =1 dr ,
¢ rmin  127/2m(E +a/r — 02/ (2mr?)

die Bahnkurve hat die Windungszahl n, wenn A¢ > nm und A¢ < (n+ 1) ist.

min ist bekannt: Fiir eine Kepler-Bahn gilt allgemein

’min = 1 _;:_ 6_,
mit
2, 2E(?
= —, = 1 _
P= € T na

Das Integral kann dann (z.B. mit einem CAS) analytisch ausgewertet werden. Diese
Losung ist im folgenden geplottet, wobei in der E-/-Ebene Bereiche entsprechend der
Grofse der Windungszahl eingeféarbt sind.

Fiir kleine ¢ und kleine E divergiert die Windungszahl: Das Streuzentrum wird in ei-
ner Spriralbahn umlaufen, die Windungszahl ist unendlich. Das passiert, wenn E nicht
ausreicht, um die Drehimpulsbarriere zu tiberwinden (weifle Fldche). Betrachtet man
fiir eine feste Energie die Abhédngigkeit von ¢, so fallt die Nichtmonotonie auf: Fiir klei-
ne ¢ wird das Streuzentrum umlaufen, fiir etwas groflere nicht mehr (Hyperbelbahn!),
und dann immer ofter, je groier ¢ ist. Dieser Verhalten ist fiir schwach anziehende
Potentiale starker ausgepragt als fiir stark anziehende.
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4. Bestimmung des Potentials aus der Bahn 7(¢). Fiir jeden Orbit r(¢) gibt es unendlich viele (4 Pkt.)
Krifte F(r), die ein Teilchen auf diesen Orbit laufen lassen. Bei einer Zentralkraftbewegung

hingegen sind die GréBe f(r) := —% und damit auch die Kraft eindeutig aus der Bahn
abzuleiten.

(a) Beweisen Sie:

dv 2 | d&2r 2 /dr\?
‘Tﬂ”ZW[W‘?(@) ‘r]

(b) Ein Korper bewegt sich auf einer Ellipse in einem Zentralkraftfeld, das in einem Brenn-
punkt der Ellipse liegt. Zeigen Sie, dass f(r) ~ r2.

(c) Es geltr(¢) = roe~?. Zeigen Sie, dass f(r) ~ r3
(insgesamt 4 Pkt.)

Losung:

(a)

:%%-rq?

Mit zweimaliger Ableitung der Gl & = d%q'b folgt

Lddr d (dr .\ L d
arar (d¢4’) ¢d¢2+4’d¢
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(©)

(b) Ausr(¢) = % folgt mit Teil a)

mr’p = py = const

o 2 _ 2 (dr) .
— ¢ ro r(dgb)(p

Wir setzen die beiden Gleichungen in die erste ein und erhalten die Behauptung.

p

) ==
2 2
fry=--"%

Auf diesem Ubungsblatt sind maximal 19 Punkte zu erreichen, Abgabe erfolgt am 9.12. 2008.
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