PD Dr. S. Mertens Theoretische Physik I - Mechanik WS 2008/2009
J. Unterhinninghofen, M. Hummel Blatt 8 9.12.2008

1. Tragheitstensor. Berechnen Sie den Tragheitstensor eines Hohlzylinders homogener Dich- (4 Pkt.)
te 0. Er habe die Lange /, die Masse m, den Aufsenradius r, und den Innenradius r;. Wahlen
Sie ein Koordinatensystem, in dem der Schwerpunkt mit dem Koordinatenursprung zu-
sammenfallt und die Symmetrieachse auf der z-Achse liegt.

Losung: Wenn wir das Koordinatensystem so wéhlen, verschwinden wegen der Lage
des Schwerpunktes alle nicht-diagonal Elemente des Trégheitstensors. Es bleiben also
nur noch drei Komponenten zu berechnen. Da alle auftretenden Integrale vom Typ

f (le + x]2> dV sind, werden wir zunéchst die Teilintegrale berechnen.

1. Zur Berechnung der Integrale wéahlen wir natiirlich Zylinderkoordinaten. Damit
ergibt sich das Volumenelement zu dV = rdr d¢ dz. Damit erhalten wir
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2. Fiir die zweite Integration ergibt sich ganz analog
/y2dV = iV(rﬁ +12).
Dies Ergebnis iiberrascht wegen der Symmetrie des Kérpers nicht.
3. Das letze Integral dieser Form ergibt sich zu
5 21 1 ; Ta
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Mit diesen Integralen konnen wir die nichtverschwindenden Komponenten des Trag-
heitstensors sehr leicht berechnen:

Ou = [ (£ +2) 0dV = J2 1)+ ol
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O, = / (x2 +z2) odV = Zm(rﬁ +73) + Eml2
1
0,, = / (x2 +y2) odV = Em(r% +77)
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2. Streuquerschnitt. Ein Teilchen bewegt sich im Potential

C
V()= ——.
(7’) 3},3
(a) Finden Sie das Maximum des effektiven Potentials bei gegebenem Drehimpuls L. (1 Pkt.)

(b) Das Teilchen starte bei r = oo mit der Geschwindigkeit vp und dem Stofiparameter (2 Pkt.)
b. Fur welchen Wert bax wird das Teilchen gerade noch eingefangen? Leiten Sie eine
Relation zwischen dem Streuquerschnitt und bmax her.

(insgesamt 3 Pkt.)

Losung:
(a) Das effektive Potential lautet hier
_Lr_c
T 22 33

Die Position des Maximums erhalten wir, indem wir die Nullstelle der Ableitung
finden

0 Vet _ . c
dr mrd 4’

Als einzige Nullstelle erhalten wir

- mC
ro = F .
An dieser Stelle hat das effektive Potential den Wert
- Lo
Veit = Veti(r0) = 6B C2

(b) Schauen wir uns zunichst den Verlauf des effektiven Potentials in einer Skizze an.

Vet

Vet T

Abbildung 1: Qualitativer Verlauf des effektiven Potentials

Wenn die Energie des Teilchens kleiner als Ve ist (z.B. Ep), dann nahert es sich
nur bis zu einem minimalen Radius an, und verschwindet wieder ins Unendli-
che. Fiir Energien, die grofier als das Maximum sind (z.B E;), wird das Teilchen in
das Zentrum stiirzen und nicht wieder freigegeben. Fiir einen Streuprozess sind
die beiden Parameter die Geschwindigkeit im Unendlichen v, und der Stofspara-
meter b. Mit diesen beiden Grofien lauten Energie und Drehimpuls

m 2

E= 5 Ve bzw. L = mob.
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Damit finden wir als Bedingung fiir den Einfang des Teilchen

E > Vg
(mveob)®
6m3C2
3C2
bmax = <—> > b.

m2vd,

>

ST
o= @M

[

Damit lautet der Wirkungsquerschnitt fiir das Einfangen des Teilchens
) 3c2 %
o= ﬂbmax =T <m2—2)go>

Es erscheint sinnvoll, dass er mit C wéchst und mit steigendem v, kleiner wird.

3. Tragheitstensor einer unendlich schweren Massenverteilung. Auf der x-Achse eines kar- (2 Pkt.)
tesischen Koordinatensystems seien unendlich viele gleich schwere Massen m > 0 verteilt.

Die j-te Masse befindet sich am Ort (Ra(f -1/2 p, 0) mit R > 0und 0 < a < 1. Das beschrie-
bene System ist unendlich schwer. Wie grofs ist die Komponents ©,, des Tragheitstensors?

Losung: Da sich die Massen um den Ursprung konzentrieren, liegt dort auch der
Schwerpunkt. Damit ist

= 2
Z 5ZZ B
o (70 )
mit 17 = x7 +y7 + z7. Es folgt
2 = M Z (Rzaj_l)
=1

= mR? Z al (geometrische Reihe, konvergent wegen a < 1)

=0
_ mR?
C1—a’

Zumindest diese Komponente des Tragheitstensors ist also endlich trotz unendlicher
Masse.

4. Streuung am Potentialtopf. Ein Teilchen der Masse m wird an einer sphéarischen Poten- (3 Pkt.)
tialmulde mit Radius a4 und , Tiefe” Uy gestreut. Das Potential hat also die Form

U = 0 firr>a
| —Uy furr<a
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(a) Bestimmen Sie zuerst einen
Zusammenhang zwischen « und p
in der Form

sin
Sinp = n(ve, m, Up) .

(b) Berechnen sie den StofSparameter s als
Funktion von x, a und n.

(c) Wie lautet damit der differentielle Wir-
kungsquerschnitt?

(d) Bestimmen Sie den totalen Wirkungs-
querschnitt. Beachten Sie dabei, dass
X nicht jeden Wert € [0, 7] annehmen
kann.

Losung:

(a)

(b)

Da das hier vorliegende Potential rotationssymmetrisch ist, wird die Impulskom-
ponente des Teilchens, die parallel zur Grenzfldche ist, beim Eintritt in das Poten-
tial erhalten bleiben. Deshalb gilt

Voo SiN® = vy, sin B

Aus der geltenen Energieerhaltung erhalten wir eine Relation zwischen den Ge-
schwindigkeiten im und aufserhalb des Potentialtopfs. Mit

m m
2 _ 2
5 Vo = 5 vy, — Uo
finden wir

/ 2 U
oy, = Z)%o—l——o.
m

Das fiihrt uns auf den Zusammenhang zwischen den beiden Winkeln

sin « . 2 Uy
- =n mitn = /14
sin

muo,

Wie wir der Skizze entnehmen, ist der Streuwinkel gerade

x=2(@—-p).
Damit erhalten wir

1 sin(a—%
- M :CQS&—Cottxsin&.
n sina 2 2

Verwenden wir den aus der Skizze zu entnehmenden Zusammenhang
asine =s
um sin & zu eliminieren, finden wir nach kurzer Rechnung
an sin4
s =4+ .
\/n2—2n cos¥ +1
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(c) Damit konnen wir nun den differentiellen Wirkungsquerschnitt berechnen.

do 5‘5’_;(‘_ a*n? (ncos% —1) (n—cos%)

dQ  siny 4cos? (1+n2—2ncos§)2

(d) Bevor wir den total Wirkungsquerschnitt berechnen konnen, miissen wir zunédchst
das Intervall berechnen, in dem ) liegen kann. Es ist sofort klar, dass fiir &« = 0
auch x = 0 gelten muss. Fiir s = a tritt sicherlich die grofite Streuung auf. In
diesem Fall ist cota = 0 und der maximale Streuwinkel gentigt

oS Xmax 1

C

2 n’
Damit erhalten wir fiir den totalen Wirkungsquerschnitt

do
dQ

dy = ma®.

XVHIZJ(
Ot =270 / sin x
0
Um die Integration auszufiihren, haben wir sin y = 2sin % Cos % und die Substi-
tution x = cos 4 benutzt. Der Wirkungsquerschnitt entspricht hier natiirlich auch
dem geometrischen Querschnitt, auf den das Potential begrenzt ist.

Auf diesem Ubungsblatt sind maximal 12 Punkte zu erreichen, Abgabe erfolgt am 16.12.2008.
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